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SIMBOLOS

Y Para todo _J
3 Existe -
i No existe o o
€ Pertenece
TE No pertenece i
{x/xe A} | Elconjunto de los elementos x, tales que x pertenece al conjunto A
C Contenido
(s No contenido -
(6} Conjunto vacio e
AUB A unidn B: Conjunto de todos los elementos que pertenccen al
conjunto A o al conjunto B
ANg A interseccidn B: Conjunto de todos los elementos que pertenecen
a la vez al conjunto A y al conjunto B
I El elemento ¥ es un vector
izl La norma del vector ¥
El conjunto d‘:-;c_:; niimeros naturales
A El conjunto de los nimeros enteros ]
Q El conjunto de los nimeros racionales
_F! El conjunto de los ndmeros reales
I La matriz identidad ]
& Suma directa
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PROLOGO

En la declaracién del Afio Mundial de las Matemdticas, que fue €] afio 2000, se
afirma que «...Jas Matemdticas constituyen un pilar fundamental de la enltura, no
sdlo por ser el lenguaje de la Ciencia, sino por lo que suponen como bagaje necesa-
rie para entender el mundo en que vivimos...»,

El mundo en que vivimos es bisicamente tecnolbgico, y como tal, necesitado de
las Matemdlticas, y de entre las disciplinas matemdticas, el Algebra es herramienta de
uso ineludible para el estudio de otras muchas materias que forman el disefio curricu-
lar del estudiante de Informética,

Este equipo de autores aborda la confeccidn de un texto moderno para expli-
car una ciencia antigua, que tiene la doble faceta de ciencia auténoma y herra-
mienta,

Para conseguir nuestro objetivo primordial: «que sea un texto il al estucliante
de Informdtica», lo hemos dotado de las sipuientes caracteristicas:

E.l texto completo estd desarrollado en dos soportes diferentes;

";""‘#'I_’ﬁn papel se han confeccionado dos tomos, el primero son las Unidades Diddcti-

't':fa pr@p:amenw dichas, contienen teoria, problemas, grificos, aplicaciones, etc.

criterio para la distribucidn el contenido en capitulos es la homogeneidad

-.:del objeto de estudio, independientemente de su longitud. Dicho objeto de es-
tudio, se indica brevemente en la introduccién que le precede.

*» En cada capitulo hemos incluido un diagrama de flujo que permite al lector ver
ripidamente que objetivo se persigue en €l, asi como el discurso légico que fi-

ja las directrices seguidas para conseguirlo.

XV



Prologo

» Hemos incorporado, en la medida de lo posible, aplicaciones que alienten al es-

tudio del Algebra por su carficter instrumental.
El segundo tomo contiene;
+ Notas dtiles para trabajar con DERIVE.

= Introduccidn a las herramientas de DERIVE necesarias en cada capilulo a tra-

vés de ejemplos.

= Ejercicios y problemas propuestos en exdmenes de Algebra (Informdtica Ges-

tidn y Sistemas) resueltos,

« Los mismos ejercicios y problemas resueltos paso a paso con DERIVE,

...» Glosario de términos algebraicos utilizados en el texto,

L

%fé@urtu C. It Es un soporte familiar para el estudiante de Informitica, y con él,
vAratamos tanto de acercar los contenidos plasmados en el papel a su dmbito natural,

“ufesio de inluir posibilidades de actuacidn interactiva que en papel no existen.

Xwvi

Madrid, agosto 2002.
Ana Diaz Herndindez
Coordinadora,

-

ICAPITULO

ESPACIOS
VECTORIALES

INTRODUCCION

El coneepto de vector como segmento dirigido en el plano o en el espacio
para representar fuerzas, velocidades o aceleraciones, se remonta a Aristételes,
quien también conocia algunas de sus propiedades algebraicas,

El desarrollo de la Geometria Analitica a partir del siglo xvir lleva a los
fisicos a la interpretacién de los vectores como parejas o ternas de niimeros
(sus coordenadas) y a investigar cémo se traducen las operaciones vectoria-
les en estos términos (composicién de vectores, dilataciones, rotaciones,
producto escalar, producto vectorial, etc.). EI desarrollo y formalizacién
completa de estas ideas no se lleva a cabo, sin embargo, hasta bien entrado
el siglo x1x.

El estudio de los sistemas de ecuaciones propicid, de modo natural, el pa-
50 del plano y el espacio ordinario al espacio de n dimensiones (como conjun-
to de entes determinados por n coordenadas, o bien directamente COMO 20f-
Jjunto de n-uplas), que puede adivinarse ya en Gauss y aparece claraments en
los matemdticos de la siguiente generacion, En todo caso, Cayley y Grass-
mann manejan libremente en 1846 las propiedades algebraicas del ESpACIo n-
dimensional: subespacios, generadores, dimensidn, suma, interseccidn, asi co-
mo las férmulas del cambio de coordenadas.

En el dltimo tercio del siglo xix aparece la nocidn de estroctura v toma
carta de naturaleza el método axiomitico,

L LT
ook
{}t;\b':‘"* pit:
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1 Espacios vectoriales

Los vectores son utilizados en la forma actual desde 1888, cuando Peano
{1858-1932) definid los espacios vectoriales axiomdticamente, Antes hay gran
cantidad de precursores, citaremos entre ellos a Descartes (1596-1650) que ha-
bla de coordenadas, Gauss (1777-1835) que utiliza la suma de vectores de R?,
Hamilton (1805-1865) que describe cémo operar con pares de mimeros reales,
y Grassman (1809-1877), quien sin utilizar la nomenclatura actual obtiene re-
sultados importantes.

Giusepe Peano {1858-1832)

TG T Y ST

GIUSEPE PEANG {1353-1932}

Matemitico y ldgico italiano, influyé activamente en el tratamiento axio-
mético de Hilbert de la geometria plana y los trabajos de Whitehead y Russel
sobre l6gica matemdtica.

Es uno de los creadores del método axiomdtico. Dio en el afio 1888 1a defi-
nicién axiomdtica de los espacios vectoriales (de dimensién finita o no) sobre
los nimeros reales. También dio la definicién de aplicacién lineal entre espa-
cios vectoriales.

Sus postulados sobre los enteros positivas han hecho que generaciones en-
teras de estudiantes se Jpregunten siel dlgebra moderna no es alguna especie de
conspuamﬁn t:ncummudn a hacer que lo obvio resulte oscuro.

En 1890, sm'prenduﬁ al mundo de las matemdticas con su notable construc-
cidn de una: ﬁunﬂa‘énnnnua en el plano que llena mmple.mrnente el cuadrado
{}51:51!]{:;51 el

Desgramaﬂamente para un hombre. que ambuia tanto valor a la légica, su
prueba de 1886, dnl teorema de’e emstenma para_ soluciones de y'= =[x, y) (teore-
ma de Peano) fué" madecusida y ‘no se cncunuﬁ und prw:ha satisfactoria sino
hasta varios afios después : 7
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1 Espacios vectoriales

1.1 El espacio vectorial real (R"

T e

Alpunos espacios vectoriales son conocidos por todos los estudiantes, asi
ocurre cuando hablamos de R, B, o B, y en general de %", por ello, comenza-
remos el capitulo haciendo un breve repaso de los elementos de dichos espa-
cios, o sea, vectores en la recta, en el plano o en el espacio,

T T 1T AT e RN e, o S e P TR
ARV A a1y LA TR st SR T bl 0 1o 7RG L e e

1.1.1 Definicion de vector 0 de "

Los vectores fila 7 que forman los espacios B son n-uplas (my, 4, .., ) de ni-
meros reales wy, donde cada w; (coordenada § del vector)-es un escalar, -

Las n-uplas se pueden escribir en columnas, y entonces hablaremos de vec-

Hy
tores columna del mismo espacio vectorial 12" ffz
[

Nuestra familiaridad con los espacios vectoriales R, R? y R, se debe a que
modelizan fielmente el espacio en que vivimos, siendo cada uno de ellos apto
para describir la posicidén de un punto cuando se ha fijado un sistema de re-
terencia (sistema de coordenadas con un origen). En estas condiciones, los
vectores se pueden representar geométricamente uniendo mediante una flecha
¢l origen de coordenadas O con el punto w, en R, (0,0) con (uy,u) en B, y
(0,0,0) con (uy, 1z, u3) en R, y reciben el nombre de vectores fijos,

En fisica, es muy itil el uso de los vectores de R = R x ], porque al afia-
dir a los de B’ una cuarta coordenada, permiten situar el tiempo (una vez fijado
Un Origen pard i),

Los espacios vectoriales B juegan un papel importante en el mundo em-
presarial, ya que, sus vectores permiten almacenar datos ordenados, gestionar-

1.1. El espacio vectorial real (R", +, )

los, y extraer resultados, de forma eficiente. Aunque este es el pri ncipal uso
que hacen las empresas de los sistemas informéticos, también es muy frecuen-
te, hacer un modelo abstracto, introducir distintos juegos de datos reales ¥ pre-
ver los posibles resultados antes de tomar decisiones.

IS P e v o Fikea |

Ejemplo 1.1.1

El vector de R (dfa, mes, afio, vendedor, producto, porcentaje, desting)
puede dar informacién de la fecha en que se realiza una operacidn de venta, el
vendedor que la realiza, qué producto vende, qué tanto por ciento lleva, ¥ en
qué ciudad se ha producido.

Hay que observar que, las variables de este vector deben ser escalares pira
que el vector pertenezca a ', pero un vector puede ser definido de forma que
lay variables pertenezcan a conjuntos distintos de B,

Para hacer la gestién de los datos es necesario operar con ellos, y las opera-
ciones més frecuentes son las que se pueden hacer con los vectores.

OPERACIONES CON VECTORES: SUMA

Los conceptos que se pueden modelizar mediante elementos de I, B* y [,
como distancias, fuerzas, velocidades, etc., se pueden sumar, y ademis, podemos
representar grificamente dichas sumas (recordemos la regla del paralelogramo).

L O TR e R )

Ejemplo 1.1.2

La velocidad real de un barco se puede expresar mediante un vector, dicho
* vector resulta de sumar el vector velocidad que lleva la méquina y otros vecto-

res velocidad ajenos al barco, como pueda ser la velocidad de una corriente de-
terminada.

La suma de vectores sirve para modelizar la velocidad real o corregida, y
llevar el rumbo y la velocidad deseados,

R, R y R, son casos particulares de R*; de forma general, definimos ana-
liticamente la suma de vectores de R" a través de la suma de sus coordenadas,
que son escalares.
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1.1.2 Definicion de suma de vectores de 1"

Vector @i + 7 suma de los vectores @ = (i, lig, v, M) ¥ ¥ = (Vi Vo, o0, V) de [B7 es la
imagen en la aplicacion:

R.uxmn + ; Hu

(V) — T+ T = (81, gy ey )+ (Viy Viy ceny Vi) = (1 F Vi g+ Vay iy Uat V)

Cuando sumamos dos vectores cualesquiera i,v € R" asignamos al par
(#,7), otro vector § + ¥ del mismo conjunto R” al que llamamos vector suma,
que se obtiene sumando las coordenadas de @ y ¥ que ocupan el mismo lugar.

mmm T e T T B I e e T e e LI T ot ek S L Lt Shah Rkt e
1.1.3 Propiedades de la suma de los vectores de "

La suma de- vectores de R tmne Ias propmdadcs

ﬁlsoclanva {"‘+ "}+w =T+ {F +‘}

C‘.nnmutaxwa H+V=F+T = fih
Existe un vector neutro 0 e R', que vmﬂca I+ Il} i, siendo 0= {ﬂ D ,0)
Cada vector i = (uy, .. i,) & " liene un ‘l.-'Bf."EDI sunétrlr:n '
i = {—q.,—ug, i) € 1, tal que. 0t ("'E}

F b =

MULTIPLICACION DE VECTORES POR UN ESCALAR

EnR, R’y R’ tiene sentido hablar de tamaiios, la posibilidad de hacer mds
grande o mds pequefio algo que se puede representar con un vector, se modeli-
za en Algebra multiplicando dicho vector por un escalar,

1.1. El espacio vectorial real (R", +, R)

Si llamamos A al escalar, A% representa una dilatacién o una contraccidn de
i (sepiin que 141 =1 0 [4]<1). Ademds i A < 0, el sentido de AT es el opuesto
al de &

Se utilizan indistintamente las expresiones escalar por vector (Ai) o vector
por escalar (#4) , y su definicidn es la misma,

1 ‘I 4 Deﬁnfmdn de mumphcadén de vectures de "
por un escalar

Vector Au, producto del escalar A € R por el vector & = (i, ia,..., t,) de B es la
imagen enla aplicacit&n: :

H xll-—HR"

m ,1}—>,1u = muj.,luh o Au)

Al multiplicar cualquier vector @ € R" por un escalar A & B, asignamos al
par (i, A} otro vector A € ", por tanto, no es una operacidn interna entre vec-
tores de un conjunto, sino una operacin externa que involucra elementos de
dos conjuntos diferentes: [R" (vectores) y de [ (escalares).

A G P L T e T I T o VLT P L MR . L TR 242 PTG |
1.1.5 Prapmdades de la multiplicacion de vectores
de R" por un escalar

La mulu;rlmnmﬁn l:[ﬂ ".rec:mrcs de: IH" pnr unl E‘DCEIIJ.I‘ tiene Ia:s |rrup1¢dadm

1. Dismbuuvu de escalarcs rc';ptr:m b w.cmrcs Al + "} J{u AN 5 L i
2. Distributiva de 'vectores 1aspcctu aescalnres {A + _u} i =A% +,m: ¥

3. Asociativa: (Au) = ﬂ.(,uu"} : 7 SRR s

4. Exlsrealﬁscalarumdad 1, :]ut‘:LumplL]u R BT




1 Espacios vectoriales

Hemos enunciado las propiedades que tienen las operaciones con los vee-
tores de R", pero alguna de las cosas que hemos dicho podria no ser correcta,
aunque lo parezca.

Para tener |a certeza de que alguna proposicidn que enunciamos es cierta,
necesita ser demostrada.

En cada demostracidn se pueden utilizar axiomas (verdades evidentes), u
otras verdades demostradas con anterioridad, es el método légico-deductivo
utilizado desde los griegos.

Un enunciado y su demostracidn forman un teorema o una proposicién.

[ T T T S o i R Tl T R O O L e e A
1.1.6 Teorema

En (R", + R) se verifica: .y . S s il

a) La operaci6n de sumar vectores de R" tiene las propiedades [1.1.3]: 2 -

b) La operacién de multiplicar vectores de /" por escalares-tiene las propie
]rij.j} I.- L _‘ T i B R o T, i i

Demostracion:

a) La operacidn de sumar vectores de " tiene las propiedades [1.1.3] por-
que las tiene la suma de los escalares que forman las n-uplas.

b) Para demostrar que la operacidn de multiplicar vectores de B" por esca-
lares cumple las propiedades [1.1.5], hay que ir comprobando cada una
de las igualdades.

Warmos a hacerlo con una de ellas, con las demds, se hace de la misma manera.

Una forma de demostrar la veracidad de una igoualdad es, desarrollar los
dos miembros de manera que se llegue en ambos al mismo resultado,

Vamos a utilizar esta técnica para demostrar Ia propiedad distributiva de
vectores respecto a escalares,
Queremos demostrar que: (4 + u)i = A% + uf.

10

1.1. El espacio vectorial real (R", +, (1)

Desarrollamos el primer miembro aplicando la definicidn [I.1.4]:

(A -+ p)0 = (A + p)uey, bz, ooy 1) = (01 + 0y, (A + piss,.., (A + pdu,) =
= (A, puey , Abig + Hitg, o, Al + fli,)

Desarrollamos el segundo miembro aplicando la definicidn [L.1.4] a cada
uno de los dos sumandos:

AT i = Ay, 1y e, ) 0, B ) =
= (Any, Az oy Ably) + (L, 22U .., 1)

Si utilizamos la definicién [1.1.2] para sumar los vectores resultantes,
comprobamos que es lo que querfamos demostrar,
Es muy ficil repetir este procedimiento para cada una de las propiedades,

cuando lo hayamos hecho podremos decir que hemos demostrado el teorema
{1.1.6].

11



1 Espacios vectoriales

1 2 La Bstructura algebraica de espacio vectorial
T T T R T

Es muy frecuente que, al realizar una determinada operacién en un conjun-
to y otra operacidn en otro conjunto, ambas operaciones tengan las mismas
propiedades. La razdn es que tienen una estructura tomin,

La importancia que tiene ¢l estudio de las estructuras radica en que es mu-
cho mis eficiente analizar de una sola vez las propiedades que derivan de una

estructura abstracta y aplicarlas a los conjuntos concretos que la tienen, inde-

pendientemente del tipo de elementos que forman los conjuntos y de la opera-
cidn que se hayd definido en ellos.

Las estructuras se utilizan en Informética con mucha frecuencia, por ejem-
plo, al hacer un programa se asigna a cada variable la estructura a que pertene-
ce (INTEGER, REAL, CHARACTER, LOGICAL, ...).

(A,*,2,..) es una estructura .ilggb[mc o & .-1 es.un anuntn en el que hay th:fim:las
una o méds operaciones: #, o,,..

i

bl T e e e
Ejemplo 1.2.1

(", +) es una estructura algebraica.
Los elementos con que se opera son vectores € B” | y la operacidn "+
suma de vectores.

II- 1I‘

es la

LOBIr Bl e e T i

Ejemplo 1.2.2

Sid=[1,25) y la operacidn “+" asigna a (a, b) el resto de a3, (A,*), es
una estructura algebraica.

12

1.2. La estructura algebraica de espacio vectorial

ol e

Cuando la operacidn se realiza en un con-
Jjunto finite, se pueden dar los resultados de la
operacion entre todos sus elementos, es decir, ] B O |

i|jLj1}1

se puede tabular:

2
b o 10 G I

Hay algunas estructuras que se repiten con frecuencia, incluso formando

parte de olras; este 5 el caso de los grupos.

'.I 22‘ Dﬂf‘ m‘::fan de grupo N

(A,*) tiene estructura de Em;m @ La npcra-::ufrn €N el conjunm PL (no vacin) tie=-
ne las propiedades: - .7 ;

1.: Asociativa: (a'w b) » ¢ = ﬂ*{htc} \:f’u b c‘EA _' :

2.;Existe un elemento neutro ¢ € A, que ven.ﬁcn dse=a Va EA : ;
3. Yaed, Ja'eA que verificaa's @' = ¢/ a’ s el elemento simétrico o inverso dea
4. Es un grupo -.:mmutatwu 51 ademiis uene lﬂ. prnp:cdacl cunmufatwa ‘E-"a er € A
scvurlﬁnaatb b*a b DN o e A Pl

il il AL I e A e
Ejemplo 1.2.3

. (R*, +) tiene estructura algebraica de grupo.

La operacidn + en K", cumple las propiedades: asociativa, existe un vector

neutro y todo vector tiene un simétrico, como hemos visto en [1,1.6].

Se suele llamar opuesto de a al elemento simétrico para la operacion de su-

MAar, ¥ 5 representa como —da.

El estudio de las propiedades de (R°, +, R) se ha ido incorporando a las
matemdticas desde el siglo x1x, y ha sido tan significativo, que ha dado nombre

a la estructura algebraica que tiene: espacio vectorial.

13



1 Espacios vectoriales

Hay muchos conjuntos que tienen las mismas propiedades, es decir, la mis-
ma estructura que definimos de forma general.

R A S L AT T YT T L o Y R LTy YR o S
e e s A R O T 2 A

1.2.3. Definicion de esp;;;fa vectorial

{V, #, +[%) tiene estructura de espacio vectorial sobre B = (V) #) es grupo conmu-

tativo y  {V, =, «R) tiene las propiedades:

« Distributiva de las escalares respecto alos vectores: A« (M +7) = AT+l 7

+ Distributiva de los vectores respecto a la suma de escalares:
(A+p)=AHsu+u

= Asociativa respecto al producto de escalares: () + % = A « (u * @)

« Existe un escalar unidad, 1 B, que verifica |l 5 =17

Los elementos de cualquier conjunto con estructura de espacio vectorial se
llaman vectores y normalmente se representan con una barra sobre una letra la-
tina.

Los elementos de B se llaman escalares y se suelen representar con una le-
tra griega mindscula.

El lugar de | puede ser ocupado por un cuerpo diferente, el de los com-
plejos, o cualquier otro cuerpo I, entonces (V, #, [4) es un espacio vectorial
sobre M.,

En este curso, si no decimos lo contrario, nos referiremos siempre a (V, #,
[} y omitiremos el simbolo "+ para la ley de composicidn externa que indica-
remos mediante una simple yustaposicidn,

IR L PR T AL

Ejemplo 1.2.4

El conjunto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes
reales y una variable (Py(x), +, F) es un espacio vectorial sobre [,

La operacidn interna es la suma de polinomios y la operacidn externa es la
multiplicacién de un polinomio por un escalar. Los polinomios son los vecto-
res y los ndmeros reales los escalares.,

14

1.2. La estructura algebraica de espacio vectorial

Ambas operaciones nos resultan familiares, las utilizamos con frecuencia ¥
conocemos sus propicdades,

G R e w8 i

Ejemplo 1.25

El conjunto de polinomios de grado 2 con coeficientes reales ¥ una varia-
ble (Fa(x), +, R) no es un espucio vectorial sobre |,

La suma de dos polinomios de grado 2, puede no ser un polinomio de gra-
do 2.

Por ejemplo: (x* + 2~ 1) + (= + x+ 3) = 3x + 2; Ix + 2 ¢ Py(x), ya que,
es de grado 1,

E_-n el mismo conjunto se pueden definir distintas operaciones y sepiin las
propiedades que verifiquen, tendrin una estructura diferente.

Bkl A g %a 4 1 il e i
Ejemplo 1.2.6
3 . + F = a
Sien (R®, +, ) definimos il F O ) 0 s e W) , siendo
Al = (Auy, 13}
U= (1w, ), V= (v, w) € B, 1 e B, entonces (R, +, R} no es un espacio vec-
torial.

Veamos que no tiene la propiedad (4 + u)i = A7 + ufi:

(A + p)id = (A + pehay, us) = Auay + pny, 1)
. Al + II.!E = (A, Hﬂ o E"“h u!} = t:_.h;l + pny, 2Ha)

Los resultados obtenidos en ambos miembros son diferentes, es decir,
(4 + g+ A% + prii,

Hu}f propiedades que se deducen directamente de la definicién de espacio
vectorial, y es méds eficiente demostrarlas una sola vez de forma general, que
comprobar su veracidad para cada caso concreto. Algunas de las mds utilizadas
son las siguientes:

15



1 Espacios vectoriales

1.2. La estructura algebraica de espacio vectorial

v e A rr R R VT T T T L T e T L L e A i S 6
1.2.4. Consecuencias

En cualquier espacio vectorial (V, , R) se verifica:

A0=0"

Oi=0

(~A)T = A(-@r) = ~{Az)
SiAli=0 =A=06u=0
 SiAT=ygir, U0 =A='
6, SiAi=AT,A20=H=7

W

Demostraciones:

= =sAR+A0
LAE+D= = A0=0
= Al
Para obtener A1 + AD hemos aplicado la propiedad distributiva de los vec-
tores respecto a la suma de escalares y para obtener A hemos realizado prime-

ro la suma de vectores.

= AR

= A+ 0w i
2, {;L+mn={ = 0a=0

3 fo = A+ D= (a4 Al = (A = —(AR)
: = A(=i + W) = A7) + A& = A(-T)= — (%)

4. EnAu=0, puede ocurrir A=064# 0;siA 20,31 e R,

=10 =0
A“{}.m:]r %)

b =i5=0
LI{F. Ai=1lua=u

16

5. 8i Ali =yl = AU — i = (A - pJii = 0, como @ # 0, aplicando la propie-
dadd = A-pu=0m= 1=y, ’
6. SiAl =AV = - Av = A5 - V) =0, como A # (), aplicando la propiedad

42 G-F=0=u="V

{
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1 Espacios vectoriales

1.3. Subespacios vectoriales

B £ W L M A O RV e AT P LR T e e L

Fn el organigrama de este capitulo, después de saber qué es un espacio
vectorial, nos hacemos la pregunta: ;Hay subconjuntos de un espacio vectorial
V que sean a su vez espacios vectoriales?

La respuesta siempre es si.

Cualquier espacio vectorial ¥ tiene, al menos, dos subconjuntos que con
las mismas operaciones tienen también estructura de espacio vectorial; son el
elemento neutro (0), y el mismo conjunto V se llaman subespacios impropios.
Si algiin otro subconjunto de V es espacio vectorial, diremos que es un subes-

pacio propio de V.

1.3.1. Definicion de subespanfn vactonaf

[/ es un subespacio vectorial del espacio (V, *, /) & U es subconjunto no vacio
de V y (I, +, B) es espacio vectorial

Para ver si un subconjunto I/ de V es un subespacio, o no, se puede ir
comprobando que verifica todas y cada una de las propiedades que definen
un espacio vectorial, o bien, buscar una caracterizacidn, s decir, una o va-
rias condiciones equivalentes, el simbolo que se utiliza para la equivalencia
[

Con = debemos entender:
Tener las propiedades = Cumplir la caracterizacion

Y
Cumplir la caracterizacién = Tener las propiedades

18

1.3. Subespacios vectoriales

E._Tfn.’:rfm; 4?'!"":T'J'\_ o J "—:_--"wnr-'—-T-—wv.;.{:u '1- gy .l-r"\.":"_'"':'.-- :.-."..'
1.3.2. Teorema: Caracterizacion de subespacm
vectorial

WHTel = aduvell
L/ es subespacio vectorial de V < y siendo U un

Yaiel/YieR = Auel/

1 subjunto no vacio de V.

Demostracion:

=} Es evidente; por ser (U, #, R) espacio, se verificafis Ve I/ y iie I/,
=) Para los elementos de I/ se cumplen automiticamente las propiedades

de la multiplicacién por elementos de B, ya que los elementos de I/ 1o son
también de V,

Lo mismo ocurre con las propiedades asociativa y conmutativa de (U, =),
El vector neutro () pertence a U, En efecto, YRe I/, 0i=0e [J.

Para cada elemento % de U, hay un simétrico - que también pertenece a
vuel (-lyi=-wecll

AW A b i R 2 it it Y |
Ejemplo 1.3.1

El LDI.']JI.[!‘I[D de soluciones de la ecuncidn 2u, —x; + 13 =0, es un subespacio
vectorial de ([°, +, ).

El conjunto de soluciones de la ecuacién dada es 8 = (s, 5, B8 — s b =
=0}, que es un subconjunto no vacio de R Comprobemos que se cumple [1.3.2]:

(Fnrns)ES 425 —mntan=0 i B ESSEX -+ 4=0
(81 82, 83} + (11, 1o, t2) € 5 porque 2(s) + 1) = (52 + 82} + (83 + 113) =
=20 —nt )+ (20 -h+n)=0
Afsy, 52, 53) € 5 porque A(2s — 52 + 55) = 0

19



1 Espacios vectoriales

Ejemplo 13.2
U = | (uy, 4y, u3)fur; = 1} no es subespacio de [,

Es un subconjunto no vacio, en el que la suma de dos elementos de U co-
mao (1,2, 3y (1,0, 0 es (2, 2, 3} que no pertenece a U porque su primera co-
ordenada es = 1.

En este gjemplo es evidente que IV no puede ser espacio vectorial, ya que
0=(0,0,0) ¢ U, pero el elemento neutro debe pertenecer a {/ porque 7 es un
Erupe.

La dos condiciones que caracterizan los subespacios se pueden agrupar en
una sola.

ST T M o Pl T 3 T T s LS Pt PR
R S T R et V0 L Wt e |

1.3.3. Teorema: otra caracterizacion de subespacio
vectorial

4 (subconjunto no vacio de V) es ':uh-ﬂb]mrm vectorial de V' & "ﬁ"‘" V € U W. ,u
e€R=A=pyvel - . ;

Ambas caracterizaciones son equivalentes:
Demostracion:

=) Por cumplirse [1.3.2.], podemos afirmar que Vi, ve U, Vd, ueR =
=0+ uv e .

) Sienf1.3.3.) hacemos Vi, Vellid=1,u=1=Tuxve ll

Sien [1.3.3], hacemos Vi, ve U; VieR u=0=Aunel.

En [1.3.3] hemos utilizado un tipo especial de expresiones: las que son de
la forma AR + u¥ € U/ son muy importantes y reciben el nombre de combina-
ciones lineales

20

1.3. Subespacios vectoriales
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1.3.4. Definicion de r:ombmamdn lineal

v &5 una combinacidn lineal o depende linealmente de los vectores de § © I

V=il Al % ocow 4,0, 1 § = (W), Tig,e., T} © espacio vectorial V: Az A, e R

El conjunto formado por todas las combinaciones lineales de los elementos

de §, recibe diversos nombres, como envolvente lingal de §, o clausura de § y
se representa generalmente como (5),

.]‘m _mull:lpics colores de la pantalla de un monitor se definen como combi-
nacion lineal de los colores primarios rojo, verde y azul,

R e Y, R e

1.3.5. Definicion de sfstema de generadare.s de un
espacio vectorial

Ses un sistema de generadores de U o U estd generado por § = U=(5)

Ejemplo 1.3.3

rd Cualquier vector de la forma v = A4, (1,0, 1) + A; (2, 0, 1) es combinacién

¢ lineal de les vectores de S = {(1,0,1), (2,0, 1)} © B, Sesel sistema de pepe-
_ radores de {S).

b

p—

El subespacio de [’ generado por § es (5) = [(4;, + 24;, 0, 4, + A/4,,
LeR).

Grificamente, vemos que, cualquier vector del plano que contiene los vec-
tores dados, es una combinacidn lineal de ellos. Dicho plano es el subespacio
mis pequefio que los contiene,

21
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1 Espacios vectoriales

ki B bt o S A

Ejemplo 1.3.4

Comproébese que 8" = {(1,0, 1), (3, 0, 2}] genera el mismo subespacio de
' que el generado por § del ejemplo anterior.

La ecuacidn del plano generado por § es xp = 0.

La ecuacidn del plano generado por §' es x; = 0.

{8), = (5" se forman con todas las combinacienes lineales de dos vectores
del plano x; = 0.

Ambos sistemas de vectores son gislemas equivalentes porque peneran el
mismo subespacio. '

Consecuencia:

Para generar un subespacio no hay un sistema iinico.

AR L el et ) g B A B T |
1.3.6. Definicion de vectores linealmente dependientes

8= {0, T2 ﬁp}. ¥ es un sistema linealmente d&p-endiente o ligado <

& Al menos uno de los i, € § depende linealmente de los otros vectores de §

A T T T e e e T e T T T N e
1.3.7. Caracterizacion de vectores linealmente
dependientes

S ={§, #,..., W} C 'V es un sistema linealmente dependiente & 8i0= ATl +
+ A4+ AT Ay, A A e R o= Falpin 4,20

1.3. Subespacios vectoriales

Demostracidn

_ =) 8i 8 = [F, F,..., ] es un sistema linealmente dependiente, la defini-
cién [1.3.6] nos asegura que, al menos uno de los 7, & § depende linealmente
de los otros vectores de §. Podemos suponer sin pérdida de peneralidad (basta-
ria reordenar) que es i, el vector que depende linealmente de los otros, enton-
ces, Hy = Agli; +...+4,05,, y por tanto 0 = - 15, + LT, +...+ Ao, (A, 2 0),

«)5i0 :_R.tiit + Aol 4ot AT Ay, Aayn A, € R = Jalgiin 4, # 0, Pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad (bastaria reordenar) que es A, = 0 como
AMER I 0=, 4" 0 + LA By +..+ 4, 4 7 7, = ftaTiy +... iy T

T T T B Y T L ey R e et ey
1.3.8. Definicion de vectores linealmente
lindependientes

8= l__E,, iy, Ty} C Ves un sistema linealmente independiente o libre = _‘
© 0= 40 + Al + ... + LB Ay, Dayes Ay €ER w0 4y =A== 2a=1 |

Bl Lo b s g )
Ejemplo 1.3.5

. Compruébese que, de entre los siguientes conjuntos de vectores, son libres
o linealmente independientes B y €

A=1{(1,2,0),(0,0,0) 4,5 6)); B=((1,0,0,0)(0,1,0,0),(0 0,1,0),
(0,0,0, 1)];
CL‘ [[I|4| ?jr{S Hu"t”

I ] 4 0 A+dy=0
adl2|+ulo|+y 5] =|0] ={22+5y=0=4=0; y=0;
0 0 6 0 by =0

23



1 Espacios vectoriales

La igualdad es cierta Vu € [ = A es un sistema linealmente dependiente o
ligado.

5i 0 pertenece a un sistema de generadores, éste es linealmente dependiente.

Los vectores deberfan escribirse verticalmente para distinguirlos de los

“puntos, pero estd admitido que se escriban también horizontalmente por como-

didad, nosotros lo haremes indistintamente dependiendo de la situaci6n, cuan-
do haga falta especificar més, haremos la precision correspondiente.

1 0 0 ot [0 A= g

0. 1 0 | 0|=1 0] «{#=" . = B esun sistema libre.
[ 0 bt 0 +F " +i 0 0 y=0 =

0 i 0 1 0 d=0

B es la base canénica o estindar de 1.

1 50 Iy A=35u=0 _ |
cd| 4 |+ul-3|=|0|=4 41-3u=0= A=0;u=0; = C esun sistemna libre,

7 4 0 T+ d4u=0

A e e e T A i e

1.3.9. Proposicion

$i$ = [, Fay..., T} €5 un sistema linealmente independiente C:V, y V & Shyve
& V, entonces, 51 [#] es un sisterna linealmente independiente C V :

24

Demostracion:

=) 8il = 4, + Agfiy + ... + AH, + u¥; tiene que ser g = 0, porque sig=0, s5e
podria escribir ¥ como combinacién lineal de los elementos de §, ¥ es0 va con-
tra la hip6tesis de que ¥ ¢ (S). Todos los A son 0 porque si no, irfamos contra la
hipétesis de que § = {H,, Uy, ..., §,| €5 un sistema linealmente independiente.

1.3. Subespacios vectoriales

Por tanto, 0= A + Aaly + ... + Al + 4= A=Ay =...= 4, = =0, quees
la condicién necesaria para poder decir que § U {¥] es un sistema libre conte-
nido en .

Se pueden escribir mds proposiciones relativas a la dependencia e indepen-
dencia lineal, pero son consecuencia directa de lo que ya hemos aprendido, y
se demuestran utilizando las mismas técnicas.

[

¥

)




1 Espacios vectoriales

if

1.4. Transformaciones en un sistema
de generadores. Espacios vectoriales
finitos. Bases

En 1.3 hemos visto que los espacios vectoriales se pueden generar median-
te las combinaciones lineales de un sistema de generadores cualquiera, pero en
general, es mds interesantes considerar los sistemas de generadores linealmen-
te independientes.

Las proposiciones sipuientes expresan propiedades relacionadas con la de-
pendencia y la independencia lineal de los vectores 5, que forman el sistema
de generadores G = |1y, iz ..., i, ] de un espacio vectorial, V.

Ademis de la importancia intrinseca que tienen las propiedades que vamos
a enunciar, tienen un valor afiadido porque serdn utilizadas en las demostracio-
nes de leoremas posteriores,

La proposicidn siguiente expresa que, la cantidad de vectores de un siste-
ma de generadores lipado, se puede reducir sin que varie el espacio vectorial
penerado.

L EEALE Sl (B T T A D % e R G b SRk 1k o e

1.4.1. Proposicion

8i 1 e G es combinacidn lineal de vectores de G, (G = 1), Tz ..., tip} g.:n_cm'dur
de V), entonces, el espacio generado por G — |5} es V

Demostracion:

Supongamos sin perder generalidad que T, =yl + ... + g0, SiV eV, 7=
=T+ Aglla + oo+ Al = Ay (il 4 o+ fiplip) + Aglly + oo+ Ay = Yoz + oo+ Yol

Es decir, cualquier vector de V se puede generar prescindiendo de los vec-
tores de G que dependan linealmente de otros vectores de (.

26
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1.4. Transformaciones en un sistema de generadores

MR
Ejemplo 1.4.1

En el sistema G = ((0, 1), (3, 0), (0, 2) ], el vector (0, 2) = 2(0, 1) + 0 (3, 0).

El espacio que genera (G es el mismo que genera G, = G — {0, 2} = {(0, 1),
(3, 0)}, ambos generan R,

Obsérvese que cualquier vector de R’ se puede expresar con los veciores
de G, pero no de forma tinica.

Los colores de la pantalla de un monitor se pueden definir como una com-
binacidn lineal de rojo, azul y verde, pero no se pueden definir con ninguna
combinacién lineal de rojo, azul y morado, porque el morado depende lineal-
mente de rojo y azul,

La proposicién siguiente expresa que se puede sustituir un vector del siste-
ma de generadores G, por cualquier combinacién lineal de los vectores de
donde intervenga dicho vector con coeficiente no nulo.

T L £ 2 T KT L W10 b ATl AR ]

1.4.2. Proposicion

Siv t_E_V_é;_‘c'umbjhdcin:‘a_ﬁ?lipul_dt vectores i de G, (G = [, Tiy,..., H,] generador de
V), entonces, al sustituir un- & (con coeficiente # 0 en la combinacién lineal que
expr::sa ¥) por ¥ en (G, el sistema obtenido G, sigue siendo generador de V'

Demaostracidn:

Sea¥ =45 +4a + ... + Afl,, y supongamos que es 4, # 0, entonces, i, =
= v -A Az~ ... - Jfl.lpﬁ,,.

Fualquier vector X € V verifica X = iy, pialla, + .. + pfl, = py(A4'7 -
= - =lg = - e i £

= Av Al — . = AT + phally + o Tl = 1V + Yol 4 .+ T

[t T e L e T o

Ejemplo 1.4.2

Sea G ={(1,0,0), (0, 1, 0)} generador del plano de ', z = 0.
v=2(1,0,00+0(0, 1,0)=(2, 0, 0) puede sustituira (1,0, 0)en G = {(1, 0, 0),
(0, 1, 0)), obteniendo G, = {(2, 0, 0), (0, 1, 0}}, generador del mismo plano z = 0.
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1 Espacios vectoriales

— e

Sin embargo, (2, 0, 0) no puede sustituir a (0, 1, 0) porque el sistema Gy =
=[(1,0,00,(2,0,00} no genera el plano z= 0, sino larectay =0; z = 0.

El leorema siguiente expresa que el nimero de vectores de un sistema ge-
nerador libre es menor o igual al de cualquier otro sistema generador,

e L T T e R e e

1.4.3. Teorema fundamental de la independencia
lineal

Sil =¥, Va,..,W] es sistema libre de generadores de V y G = (1), W00} un
sistema generador de V), entonces, h = p

Demostracion;

=) ¥ son vectores de un sistema libre de V) & es generador de V, por tanto
Vo = AT + Agliy + ... + Al con algin A, # 0, supongamos 4, (0, utilizando la pro-
posicidn anterior podemos asegurar que Gy = (¥, Tiz,.., Byl es generador de V.

{Ohservemos que hemos sustituido un vector del sistema de generadores
por un vector del sistema libre),

Por ser (G, = |V, Tia,..., B} generador de V' y ¥ vector de un sistema libre de
V. ¥ = ¥, tally + ... + jighi, con algin g # 0, supongamos g # 0, utilizando la
proposicién anterior podemos asegurar que G, = (7, Ta,..., 1, es generador de V.

Este proceso lo podemos repetit, como miximo, p veces, obteniendo G, =
= [¥, Fas V], 51 p < A todavia quedan vectores {¥i, Faa oo Vol de [, que se
pueden expresar como combinaciones lineales de G, = [V, ¥, ..., ], que es un
sistema generador, la suposicidn de que p < h nos ha llevado a una contradic-
cidn, porque [ = [, ¥2,..., ¥} e85 un sistema libre, como consecuencia, la supo-
sicidn era falsa y p = h.

Para hacer esta demostracidn, hemos utilizado una forma de razonar muy
frecuente, es la reduccién al absurdo. Consiste en suponer que es cierto lo con-
trario a aguello que queremos demostrar (queremos demostrar que p 2 h y su-
ponemos que p < h), seguir el razonamiento 16gico, y llegar a una contradic-
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1.4. Transformaciones en un sistema de generadores

-h{ Espacio vectorial finito es el que estd generado por un nimero finito de vectores

cidn con la hipdtesis {concluimos que [ = {¥;, ¥ ..., ¥i| no es libre, en contra
de la hipdtesis de que partimos),

Al repetir el proceso de sustitucién de un vector del sistema de generado-
res, por un vector del sistema libre, hemos sustituido parcialmente los vectores
de un sistema de generadores por los de un sistema libre cualquiera, sin que
varfe el espacio generado.

Rt T L, S Tt A, oo R IR, o Ty P S R i T S D P |

1.4.4. Definicion

En lo sucesiva, si no decimos lo contrario, nos referiremos a este tipo de
espacios.

Un espacio vectorial finito puede tener infinitos elementos, s6lo es necesa-
rio que tenga un sistema generador finito,

En el ejemplo 1.3.4 vimos que un espacio vectorial se puede generar a par-
tir de distintos sistemas de peneradores. Entre ellos, hay algunos que presentan
ventajas indudables, por ejemplo, que cualquier vector sea una combinacidn li-
neal dnica de los vectores del sistema de generadores, o que contengan el me-
nor nimero posible de vectores, los sistemas de generadores que cumplen esta
condicitn reciben el nombre de bases.

L R T S i P e W e T e LU i i e R

; 14.5. Definicion de base

B= (2] € ,..; Bl o8 base del espacio vectorial V & B es sistema libre que, ge-

nera V.-

Es muy frecuente y 1til utilizar la siguiente definicién de base:



1 Espacios vectoriales
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1.4.5. ﬂtra defmmmn de base

B = |, F1,..., B4] 5 base del espacio vectorial V & cualquier v eV, se puede ex-
presar de manera tnica como combinacién lineal de los elementos de B.

B T e T e T e i e e L T e

1.4.7. Equivalencia entre Ias dos defmfcmnes

R es sistema libre que genera V ¢ cualquier ¥ € V, se puede expresar de manera
finiza como combinacidn lineal de los elementos de 8.

Demostracion

=) Como ¥ €V, y B es sistema generador de V = ¥ = L& + AgBy A oo+ LB

Sila expresion de ¥ no fuera dnica, ¥ = i€ + tz€s + ... + (L

Restando miembro a miembro las dos expresiones, se obtiene:

0 = (A, — )% + (Ag = p12)& + ... + (A, — )&y, por ser B un sistema libre,

Q=i —fy=ds—fla= ... = Ay — U por tanto, Ay = g5 A3 = fi3; o ) A = .

=) Cualquier ¥ € V, se puede expresar como combinacién lineal de los ele-
mentos de B. Por tanto, B genera V,

0 € V se puede expresar como combinacidn lineal de los elementos de
B 0 =0, + Agiy + ... + A,Z, dado que de 0 = 08, + 08; + ... + 0, y los vectores
se pueden expresar de manera tinica, 0 =4, = Ay = ... = A, es decir, B es un s18-
tema libre.

RIS M RTTRR T

Ejemplo 1.4.2

Fl ejemplo mds sencillo de base en " es 1a base candnica: B = {(1,0, ... (),

o, 1,...,0),..¢0,0,.. 1}
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—— ca

Cualquier vector ¥ = (%, Xz, ..., X) de B" es combinacidn lineal de los ele-
mentas de 8, (x), %z, .o, X = (L0, oo, O} 4+ 22 (0, 1, ., O3 + Lo+ 2, (0, O, Ly
1), luego B genera K",

Sin(,0.. 04+x0,1, .00+ . . +x0,0..0=000.,0 =x=
=x; =..=x,=0, portanto, B es libre = B generador y libre, es base.

¢ Consecuencia:

La segunda definicidn de base nos permite decir que, ¥ = (x, X3, ..., X,) 5¢
puede expresar de forma inica mediante los coeficientes x;, X, ..., X, Fespec-
to a fx base candnica, dichos coeficientes reciben el nombre de coordenadas
del vector X respecto a la base dadu.

i Las relaciones que existen entre las distintas bases de un espacio vectorial
. dan lngar a diversos teoremas que reciben el nombre genérico de teoremas de
'la base,

00 e P o b BT W 17 YR PR T Tk 9 AP g Tt |
1.4.8. Teorema de existencia de la base

Cualquier espacio vectorial finito V # 0 tiene base

Demostracidn

Sea G = (T, Bz yoves “ﬂp} un tiqtcma finito de genemdu:rre*: de V0.
ma,

Si sus vectores no son independientes, es porque ulgunn depende lineal-
mente de otros, es decir, se cumple la hipétesis de 1a proposicion [1.4.1], y por
lanto, es cierta la conclusién de dicha proposicién: Se genera el mismo V' susti-
tuyendo G por Gy, (G se ha obtenido quitando en G los vectores que no son in-
dependientes). El nuevo sistema de generadores linealmente independientes,
G, oa vk bage. e
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1.4.9. Teorema de la dimensidn

i
1 : x : ; -

5 | Todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo nimero de elementos
L

Demaostracion

Sea B = |é,, € ..., €,} una base de ¥ y sea B' = |¥'|, €',..., E'n] Olra base
de V.

B es sistema libre de generadores, B' es sistema de generadores, por [1.4.3] =
= nEm

Ademds, B’ es sistema libre de generadores, B es sistema de generadores,
por [1.4.3] = m=sn,

Por tanto, m = n.

" Todas las bases de un espacio tienen el mismo nimero de elementos, que
recibe el nombre de dimensidn del espacio.

1.4.10. Definicion de dimension de un espacio vectorial

Dlmensn{:n deun Espacm vectunal Y :E 1{}] letu D1m V. :s f:l nimero de \r::cu::-
res:de -:.uaiqmera de sus base.s " :

_.___,.-r-\

—

PRt R el s
Ejemplo 1.4.3

La base candnica de R es ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, tiene tres elemen-
tos, los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0, (0, 0, 1), por tanto, cualquier base de R tie-
ne tres elementos y tres es la dimensidn del espacio vectorial R,

Si el espacio es V = D, por convenio se toma Dim V = 0.
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1.4. Transformaciones en un sistema de generaderes
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1.4.11. Consecuencias

1. SiDimV =n = No puede haber en V mds de n vectores linealmente
independienies,

Demaostracidn;

B = |8, ¢,.., €] es base, por tanto, es sistema de generadores
=psn
8= |V, %,..., ¥} €5 un conjunto de vectores linealmente
independientes

Hemos utilizado /1.4.3].

2. 85iDimV =n = En cualquier sisiema de generadores de V no puede
haber menos de n vectores,

Demostracidn:

B = (€, &, ..., & Sus vectores € son linealmente independientes

(es base) T

G = {@y, T,...,l,) es sisterna de generadores

3. SiDimV=n = Cualquier conjunto S de n vectores linealmente inde-
pendientes forma una base,

Demostracion;

Recordemos que en la proposicidn [1.4.3], habiamos concluido que, los
vectores de un sistema de generadores pueden ser sustituidos parcialmente por
los de un sistema libre cualquiera. Por tanto, los n vectores linealmente inde-
pendientes de §, pueden sustituir a los n vectores de cualquier base (son gene-
radores), y el resultado sigue siendo generador y linealmente independiente, es
decir, es otra base,
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1 Espacios vectoriales

4. 85iDim V =n = Cualquier conjunto de n generadores forma una base.

Demostracion:

Si (i = [H), iz ,..., H,] es sistema de generadores de V, y en G hay un siste-
ma G’ con p vectores 1. i, (p S »), entonces, el espacio que genera G' también
es V, por tanto, &* es base de V. Como la dimensién de V es n, el nimero de
vectores de G esn = p=n,

= (5 = (7 es base de V.

5. 85iDim V = n = Todo conjunio de vectores § = (v, ¥3,..., ¥/ de V con
P < n, linealmente independiente, se puede completar con p — n vecio-
res de V hasta convertirse en base (Teorema de la base incompleta).

Demostracion:

Por [1.4.8] podemos afirmar que en V existe una base de dimensién n, En B
hay al menos un vector que no pertenece a {5}, porque si no, § generaria una
base de V' y como consecuencia V, y esto no es posible porque p < n como sa-
bemos por f1.4.11-1]. Formemos 5 afiadiendo a § el vector encontrado en B.

Sin=p+ | = 5 esla base buscada porque es un sistema de n vectores li-
nealmente independientes en un espacio de dimension n.

Sin=p+ 1 = Partiendo del sistema generador 5' que tiene p + 1 vectores,

obtenemos §" con p + 2 vectores repitiendo todos los pasos que hemos dado
para §.

Serd necesario repetir este proceso n — p veces.

B T e T e T T
1.4.12. Definicién de mardanadas dﬂ un vector

(X1, K2 4oeey X d 50N 105 coordenadas de¥ e Vresp-ectnﬂ’t base B = |7, T\, B1) &
& T=X8; + X8 + .+ Xy
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1.4. Transformaciones en un sistema de generadores

T
Ejemplo 1.4.4

Cuando decimos que las coordenadas de un vector de R’ respecto a la base
ca;?aucaﬂ =|(1,0), (0, 1)} son (2, 3), estamos expresando que (2, 3) = 2(1, 0) +
4 1)

Si hubiéramos tomado B' = {(2, 0), (0, 1)} como base de %, el mismo vee-

tor se expresaria como 1(2, 0) + 3(0, 1), y dirfamos que sus coordenadas res-
pecto a B’ son (1, 3).
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1.5. Dimension de los subespacios de un espacio...

1 Espacios vectoriales

- =

=

ey

1.5. Dimension de los subespacios de un espacio

: ] contener (S}, y {5} es espacio vectorial porque su definicién evidencia que se
vectorial finito cumple (1.1.3].
e o L A o T3 G35 | N 3 W Ao N e T et a1 3 1141

Los subespacios vectoriales son a su vez espacios vectoriales, y por tanto,

. subest . : . Y por R g s L S I

tienen dimensitn. Vamos a estudiar la relacidn que existe entre la dimensidn de 1.5.3. Proposicion. La unién de subespacios

distintos subespacios de un espacio vectorial ¥ de dimensién . puede no ser subespacio
R M DO 1 5T R L 8 R A R S T La unidn de subespacios U; de V, puede no ser un subespacio de V
1.5.1. Proposicion. La interseccion de subespacios

es subespacio Demostracién:
; . o : e Es suficiente encontrar un ejemplo en el que la unién de subespacios no
La interseccion de subespacios Usconi =1, ..., nde V, es un subespaciode V' . - sea un subespacio, €50 es lo que haremos en el ejemplo siguiente.

Demostracion: N—
SiN, Ve ﬁp U= Av+pun e ﬁ Lf;, ya que todos los U; son subespacios de V. Risnpa 1.6.1
; ; % Sean los subespacios del espacio R’ U, = eje de las y, U = eje de las x, si
Ademds, la interseccitn no es vaci‘a_ porque 0 penwllece a todos los Ur._ : U, U U, fuera espacio, 4(0, 1) + (1, 0) = (4, ) deberfa pertenccer a U, U Uy,
Hemos demostrado que la interseccidn de subespacios cumple la condicidn ue 80 10 01, D pentenecsm s L Uty S i e R it 2
necesaria y suficiente para ser un subespacio, P ity LA ; 2% i, & I, PEIO, 0 Bvidenie gue (1,

p) & Uy U U porque sid# 0y p# 0 (4, 1) no estd en ningiin eje.

T ' Es importante observar que, para com| y i icrts
152 Tabramis pcr : b que, | !:‘rmbar quv._a una afirmacidn cs cierta,
” no es suficiente verificarla en un caso particular o ejemplo, hay que hacer una
demostracién, es decir, ver que la afirmaci6n es cierta para todos los casos.
Sin embargo, para ver que una afirmacitn no es correcta, es suficiente que

no lo sea, al menos, en un caso, y por tanto, vale con encontrar un ejemplo
’ ue no verifique la afirmacién. Dicho ejemn e i :
i o dit q q Jemplo se llama contragjemplo

El conjunto (S} es el menor de todos los subespacios de V que contienen S

Es claro que es el menor, porque para ser subespacio que contenga § debe

Sabemos que Uy U U, es el conjunto mds pequeiio que contiene [/, y U,
contener todas las combinaciones lineales de los elementos de §, es decir, debe

pero con frecuencia es interesante utilizar, no el conjunto minimo, sino el
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1 Espacios vectoriales

subespacio minimo de ¥, que contiene U, y U5, ese subespacio se llama subes-
|]le1{j ST,

G L o o il P LA 45 By A 4 Mt P e P g e |
ok by e G T e it . B h'_.aJ real Tk

1 E 4 ﬂef’ inicion de suma de subespacios

Suma de los subespacios U, y Uy, de Ves el conjunto Uy + U

U+l =T +%/h el hhell]

e B T T B 2 L 0 S T wi PR | LSRR b Yk g b o et AP B St A e R |

Ay ..'\."_Mu.rh. A ks el e

1.5.5. Propasmmn. La suma de subespacios
es subespacio

[ La suma de ‘.L'I|'.IL,"1]':I.1CIDH de ¥V es un subespacio de V'

Demostracion:

Sean &, ¥ e L) + U5, entonces
{HZE| + Eyl'lﬁ| EL‘IL,EEEU;

m AR+ 1E = A + )+ v, + W) =
_1_"21_’|'+'I_-'2.'r?|EU|1szU3 2 I ! ' !

= (A7, + IH"II:'|} + (At + vy e Uy + Uy

s a o

E emplu 1 5 2

Diados los subespacios U, = [{e, §,00) C By Uh = [(0, &, m} € B, (U,
es el plano z =1 (plano XY} y Uy es el plano x = 0, {planc ¥Z)).
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1.5. Dimension de los subespacios de un espacio...

Los vectores que forman U/, + U; son de la forma (a, 8+ A, u), es decir, son
todos los vectores de [,

La descomposicién de un vector B’ en suma de uno del plano z = {} y otro
del plano x = 0 no es tnica.

Ejemplo 1.5.3

(2,5,3)=(2,0,0+(0,53)=(2,2,00+(0,3,3)=(2, 1,0) + (0,4, 3) = ...
La dimensidn de los subespacios estd relacionada con la dimensién del su-

bespacio suma mediante la expresién conocida como férmula de dimensién o
férmula de Grassmann,

T T T e e R T e
1.5.6. Teorema (férmula de Grassmann)

Dim (U, + Uz‘_: + ['Jlm I{U Nnih) = Dlm U. + Dim U-_a_

\,*“c Siafiaed D"‘-"—"-‘/'P“ L wakuj l.x")“’"'.’ {/n[jf—!(ﬂl%/z

Demaostracidn:

SiBy= (&), &,..., &) es base de U, N Uy), sabemos que se puede ampliar
hasta conseguir una base B, = |2, &,..., &, Hi ..., B} de U/, y por otra parie, se
puede ampliar hasta conseguir otra base B, = |8, & ,..., By V) youe, Vi) de Uy,

Podemos construir B = (%), &,..., &, Ui .., By V) ooy %), ¥ demostraremos

* que es base de U, + L%

Fara que B sea base hace falta que sea un sistema libre y que genere ) + L,

B genera U + Uy

Vaiel\+Unli=m+, G ell,ihel,

Como B, es base de U, y B; es base de 17, ) se puede escribir como com-
binacién lineal de B, = (g, &,..., &, % ..., B}, ¥ Tz como combinacidn lineal
de los elementos de B; = |2, &,..., §, V..., T, ], por tanto, 7 se puede escribir
como combinacidn lineal de los elementos de A,
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1 Espacios vectoriales

B es un sistema libre: .

Sea Wy + W, + W, = 0, una combinacién lineal de los vectores Wy = 4,8, +...+
+ Ay, W) = iy + .+ 0L, Wy = Bi7) + ...+ A7, podemos escribic Wy + W =
= —Ws, como Wy + W, depende linealmente de B, y W depende linealmente de
8, se deduce que, Wy + W, & U, N Ly, y como consecuencia, se puede expresar
como combinacion lineal de vectores de B.: Wy + W) = 88, +... +8,8,.

_ Si formamos la combinacion Wy + W + We = 82, + .. +88,+ 5V + ... + 7,
= (1, hemos tomado un vector de L/, N U, y otro de Lfy, es decir, un vector genera-
do por 8y, que es un sistema libre por ser base = § = .. =& =f=..==0.

Por ser 8, = ... = f, =0 la expresioén W, + W, + Wy = 0, se transforma en W, +
+W=0®4F+. +AE+af+. +af=0==.=L=a=.=a=0,
con lo que hemos demostrado que B es un sistema libre,

Como antes habfamos demostrado que B es un sistema generador podemos
afirmar que 8 es base de U, + U,

Para que la descomposicién de un vector sea (nica debemos movemos en
una clase especial de'sumas: las sumas directas, de ellas hablaremos muy pronto,

i S o s BT Ty
1.5.7. Definicion d& suma d;recta de subespacms

Suma de directa de los subespacios Uy y Uy, de V es el conjunto U; @® tf; =[U=
=T+ /0 € U, 5;e U], tal que la descomposicién de cada vector T es dnica.

It e b Wi S i P |

Ejemplo 1.5.4

Dados los subespacios U, = [(a, §,0)) C Ry Uy= ((0, 0, 1)) C R (U,

es el plano z = 0; (plano XY} y U; es la recta {; i (eje £)), los vectores que

forman U, + U son de la forma (a, 8, 4), es decir, son todos los vectores de [/,
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1.5, Dimension de los subespacios de un espacio...

La descomposici6n de un vector de B’ en suma de uno del plano XY y otro
del eje Z es tinica.

Asi(2,53)=(2,50)+(0,0,3), siendo (2, 5, eplano =0y (0,0,3) &

x=0
E{y:ﬂ
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1.5.8. Carm:tenzacmn | de la suma d:rﬂcta

Uy @ Uy es suma de directa de los subespacios U+ Uh & =0+, =0l = I, = |
=m=0,Viel @ U; |

Demostracidn

=lU=H+i= 0+ _ﬂ, como la descomposicion de & es tinica, W, =1, = 0.

+= ) Supongamos que se verifica la segunda condicién.

Si la descomposicién no fuern Gnica, # = W, + Wy = 1 + 0% = (W) — W)+ (0 -
~T)=0=W,-F =W;-F=0 = & =74, ; ) =%, es decir, la descompusicitn
es linica, que es una contradiccion con la hipdtesis.

Otra forma de ver que una suma es directa es comprobar que la interice-
ciin de los dos subespacios es [0,

Y e e e e e R Ty S T L R e =

1.5.9. Caracterizacion ll de la suma directa -

Uy @ U es suma de directa de los aubt.bp wios Uy y U; & He L F‘IL- = :r—j




T Espacios vectoriales

Demostracion:

=)iel Nl =Tel yuelly U, U son espacios vectoriales -5 & Uy,
Como (@) + (i) = 0, aplicando [1.5.8.] = §=0

) Ahora, la hipdtesises i € Uy N Uy = @ =0.

Seali=H +0= [] un vectorde U, + Uy, Wy e U, e e L.
mellcomoiy=—ih= —lhel, =Hel,.

mellhcomof=— = - el, = H el

Por tanto, los vectores iy, T, son de [/, M Uy, cuyo tnico vector es 0.
Hemos demaostrado que la suma es suma directa.

i ek S AR P e 7 0 et e S VA M et e e e R e PR A
1.5.10. Definicion y existencia de subespacio suplementarjo

Dado un subespacio finito ), existe un subespacio Uy, tal que V=0, & U
Uy es el subespacio suplementario de U

Demostracion de la existencia de U

S1 {@1 82400, B €8 base de Uy, ¥ {1, Bauiis Bp By 1 yens En] €8 base de V, en-
tonces podemas construir Uy = {8, | ,..., 8., que cumple la condicién requeri-
da,

_# Una buena forma de demostrar que un conjunto existe, es constrirlo, eso
es lo que hemos hecho para demostrar que existe .

" En el ejemplo 1.5.4, ¢l complementario del plano XY (Subespacio U/)) es el
eje Z (Subespacio ;).
Es evidente que s L) v U5 son suplementarios, sus dimensiones estdn rela-
cionadas por la expresidn: Dim7, + Diml/; = DimV,

Ejercicios
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1.5.71. C‘nnsecuenmas

5i U, es el subespacio suplementario de U7 en V, se deducen las siguientes
consecuencias de forma inmediata al aplicar la definicidn de subespacio suple-
mentario dada en [1.5.10]:

1. Relacidn entre las dimensiones de subespacios suplementarios:
Dim I/, + Dim U = Dim V
Demostracion:
Como Dim (I, N U7) =0, el resultado es consecuencia directa de [1.5.6.],
2, Cargcterizacidn de subespacio suplementario de un subespacio:
; U+ Uy =VyU,NU,=0

Demostracion:

La primera afirmacidn es consecuencia de la definicidn de suma directa y
la segunda de la caracterizacidn IT de suma directa.

3. SiB =&, &,.., &} e5 base del espacio V = V= (&) @ (& @ ... B
@ ().

Demostracitn:

Es consecuencia inmediata de las definiciones de base y suma directa,
R T A A Y R S S S e
EJERCICIOS

(e T e e e S S
Ejercicio 1.1

Demuéstrese que el conjunto de funciones 75 : B = [ con las siguientes
D]:IEI'H.EIUI'IE‘{
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1 Espacios vectoriales

e R, fe ¥ es un espacio vectorial sobre R,

Solucidn:

Tenemos que demostrar que las funciones tienen una serie de propiedades;
para ello, sabiendo que dos funciones son iguales si sus imédgenes son iguales pa-
ra cada elemento del dominio de definicidn, trasladamos las comprobaciones al
campo de las imdgenes, cuyas propiedades conocemos por ser ndmeros reales,

(5%, +) es grupo conmutativo, La operacién + en el conjunto 5% verifica todas las pro-

piedades necesarias:

& Asociativa: (f+g)+h=f+(g+h), Vg hell

_BN -

1. Suma de funciones, definida como (f+ g)(x) + f(x) + g(x), siendo f, g € 3.
2. Multiplicacidn por escalares, definida como (Af)(x) = Af(x), siendo A &

Primer migmbro

((F + &) +h)(x) = (f + g)(x) + h{x) =
= flx) + glx) + hlx) iR

Segundo miembro

(f +(g + M) =f0) + (g + B)x) =
=flx) + g(x) + hix) ;

+ Propiedad conmutativa :Vf, g € 3 se verificaf+ g=g +f

Primer miembro

(F + g)(x) = (x) + (g)(x)

Sepgundo miembro

(g + () = glx) +fx)

+ Existe un elemento neutro: 0 € 3%, que verificaf+ 0 =f, ¥fe 3
La funcién £ es la funcién nula, es decir, Mx) =0, Vxe R

Primer miembro

(F+0)0) = F () + 009 = 1) + 0 =1 (x)

Segundo miembro

fix)

Ejercicios

nidE xiste un elemento simétrico para cada elemento del conjunto: Wf & 5,
() & 3 definido como (—f)}(x} = —fx), que verificaf+ () =0

Primer miembro

(F+ (M) = L) + (-A)x) = 0

Sepundo miembro
0

(%, + [¥) tiene las propiedades:

+ Distributiva de escalares respecto a elementos de 55 A(f + g) = Af + Ag

_ Primer miembro
A+ )W) = Aflx) + g(0)) =
= A(f0) +Ag() =

Segundo miembro

| A+Ag)x) = AN0) + (Aghw) =~

= Aflx) + Ag(x)

¢ Distributiva de elementos de 55 respecto a escaleres: (4 + p)f = Af + uff

Primer miembro

(@ o) = (L fte) =
= Af(x) +iuflx) :

Sepundo miembro
(Af + pf)(x) = {ﬂj_‘}EJ_F]' + (uf)ix) =
= HJ{I} +;:ﬁle

+ Asociativa respecto al producto de escalares: (Au)f = A(uf)

" Primer miembro

(A6 = Gafte) = 2l

Segundo miembro

AN = 2D + )
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1 Espacios vectoriales

# Hxiste un escalar unidad, 1, que verifica 1f =J

Primer miembro Segundo miembro

(1f)x) = 1flx) = flx) fix)

Podemos decir que las funciones son vectores por ser elementos de un es-
pacio vectorial, y los elementos de H son los escalares.

A i T e i e L

Ejercicio 1.2

{A, #, B} es una estructura algebraica, tal que, en el conjunto A = {x/ x son
digitos impares | se han definido las siguientes operaciones:

1. + es una operacidn, tal que, a « b = ¢, siendo ¢ la cifra de las unidades
del producio ab.

2. Mulrplicacién estindar por elementos de H.

Se pide hacer 1a tabla de (A, #) y comprobar si (4, #, H) s, o no es, espacio
vectorial,

Solucidn:

# (A, #) no es grupo, porque no tiene alguna de las propiedades necesarias,

#1113 (5]7]9
1 _T 3150709 Ls ley de composicion intema: a s be A, Va, bed
{1 — Es asociativa por serlo el producto de nimeros enteros

31319151117 Esconmutativaas b=hwsa, ¥V a, bed
s|1sl515|5| 51 — Existeclementoneutro: 1 ed; lea=a, Vaed

1',. i A FREITIE Mo todos los elementos de 4 tier_ien sir_milriil:u

|- — Poseen simétrico 1, 3, 7, 9. No tiene simétrico 5
glal?l5]3]1
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Ejercicios

¢ (A, + ) no es un espacio vectorial, ya que no es grupo.

# Observacion:

En la tabla se pueden ver algunas de las propiedades, por ejemplo:

Es ley de composicidn interna: Mo aparece ninglin niimero distinto a los
elementos de A.

Es conmutativa: La tabla es simétrica,

Existe elemento neutro: 1 € 4; La 1* fila y la primera columna, correspon-
dientes a la multiplicacidn por 1, permanecen invariables,

Poseen simétrico 1, 3, 7, 9. No tiene simétrico 5: En cada fila (no hace fal-

ta especificar columna porque es simétrica) hay un 1, excepto en las correspon-
dientes a 5.

T AT

Ejercicio 1.3
Si en el conjunto [ se definen las operaciones:
(x1, x2) + On v = (o + y, a + 1)
Mz, x2) = (Ax1, Axy)

no tiene estructura de espacio vectorial, jPor qué?

Solucidn:

[ﬁ?, +): Hemos visto en teoria que (Rz, +) 5 un grupo conmutativo. (La
operacién de sumar esténdar en [’ es la que hemos definido.) :

{R?, +, R): Veamos las propiedades que tiene esta operacidn de multiplicar
escalar por veclor.

I: No cemple la distributiva de los vectores respecto a los escalares:
(A 4+ )i = Al + e

(A 4 )0xy, 2} = (A + 1) x (A + ) = (A% + 240x, + p'xg, Axp + pxg)
Ay, x2) + i, 20 = (P, Ag) + (', i) = (A + plxg, Ay + puca)
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1 Espacios vectoriales

Ejercicios

Ya podemos afirmar que no es un espacio vectorial, puesto que, no cumple

una de las condiciones necesarias,
Aunque no es necesario, vamos a ver si tiene el resto de las propiedades, o

no.

2: Si cumple la distributiva de los escalares respecto a los vectores:
AE V)= 1u + Av:

A(Cey, ) + (O, y2)) = A0 + ¥, 0+ y2) = (0 + 3, A + 1))
Alxy, x7) + J"|-|:.]-'|- ,}’ﬂ = (fh + Axa) + {3-1}'1 + Aw) = m-le + 11':}'!. Axy + Aya)

3: S cumple la asociativa: (Au)u = A{uir):

Alulxy, X)) = AQx, o) = (A'x, A
(A xy, xz:l' = U:j#:'z-fl- A#Iﬂ

4: También verifica la existencia de un escalar unidad, 1, tal que 1n = &:
1(x1, x2) = (1, 1) = (31, X2)

H* con las operaciones estdndar tiene estructura de espacio vectorial, pero
no la tiene con las operaciones que hemos definido en este gjercicio.

Hemos comprobado, por tanto, que la estructura algebraica de un conjunto
depende del conjunto y de la operacidn u operaciones que se definan en él.

L T S
Ejercicio 1.4

Sea (R, +, B) el espacio vectorial real estindar de dimensidn tres, Se pide
decidir cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales su-
yos:

L Ui={lcmu)/a+ntn=1]
2= (2l x + m+x=0]

3. U3=I{x|,xg,x}'j.|’x]+.r151|=
4, Us=[{x, 2, 09) feg = 1)
5. Us= (x5, 0) /51 + ¥ <1}

Solucidn:
La condicién necesaria y suficiente para que U sea subespacio vectorial es:

Vi,velU Vi, ueR = da+uvel.
Veamos qué subespacios la verifican,

L. SiI,FEU] = I+J’I.?=(x; "'fl}'h.h +A}’1.X3 +41._}']];
(x4 Ay + 0 + Ay) + 00+ Ay3) = (6 + X+ x) + A0 + o+ )= 1+ 14
Como 1 + A no tiene por qué ser 1 = U, no es subespacio vectorial,

2. $iX,ye Uy = T+ A7 = (x; + Ay, 13 + Ayz, X3 + Ays);
(@ Ap) + O+ Ap) + (6 + D) = (1 + G+ 2) + A0 + 3 +m) =0+ 0=0
Como ¥ + 4§ € U; = U, es subespacio vectorial,

3. SiXyelh = X+A5=(x + Ay, Xy + Aya, X3 + Ap);

(x + IJLy,} + (22 + Ay} = (x; + x2) + Ay, + y2), que no tiene por qué verificar
la condicién que caracteriza a este subconjunto, como ocurre en el ejemplo si-
guiente:

(-1,0,1)+5(0,1,2) =(-1,5,11) = U;no es un subespacio vectorial,

4. Six.yely = I+45=(x + Ay, 13 + Ayz, 3 + Ays);

(1 + Ay)) + (3 + Ayy) = xpx; + Axyys + Ay +f11_‘.r'1}'z =1+ Aoy + gy, +a*

Como 1 + Axiys + Ay, + A" no tiene por qué ser 1 = U, no es subespacio
vectorial,

5. 8 X, ? E Uj. = X .ll? B |:I| + A.}'h I+ A}l':,,.x]. +A}’3},

(e + ) o+ O + Aya)’ =20 + 24y, + A7 + 28 + gy, + A2

Como la expresién anterior no tiene por qué ser < 1, V¥, FelUs= Uinoes
subespacio vectorial, I
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1 Espacios vectoriales

# En los conjuntos U, Uy, no hacia falta haber hecho nada més que ahser-
var que (0, 0, 0) no pertenece a ellos para afirmar que no son espacios
vectoriales,

4 (0,0, 0} si pertencee a UJ,, [/5, que tampoco son subespacios.

¢ La no pertenencia del 0 al subconjunto garantiza que no es subespacio
vectorial, pero su pertenencia no garantiza que lo sea.

LT T R

AT T

E]err:lcm 1.5

En un almacén se dispone de tres tipos diferentes de abonos A, B, C, enva-
sados en pastillas de 300 gramos. Cada pastilla contiene fésforo, potasio, nitrg-
geno, calcio y hierro, Las cantidades en gramos de cada componente por pasti-
1la, segiin la clase, son: 100, 90, 60 de fésforo, 50, 50, 50 de potasio, 100, 105,
120 de nitrégeno, 50, 45, 30 de calcio y 0, 10, 40 de hierro.

ay Un agricultor necesita para un cultive determinado, una mezcla que
contenga 500 de fésforo, 100 de potasio, 500 de nitrégeno, 2.500 de
calcio y 150 de hierro. jSe puede conseguir con los productos que hay
en ¢l almacén sin romper las pastillas? Y rompiéndolas?

b) La exigencia de otro cultivo es una mezcla suministrada en blogues, ta-
les que, cada uno contenga 290 g de fésforo, 150 g de potasio, 10 g de
hierro y no imports la cantidad de nitrégeno y calcio. |Es posible hacer
el compuesto pedido con los productos A, B, C7

¢} Determinese la cantidad de cada componente por bloque de compuesto,
el peso de cada blogue y la cantidad de pastillas de A, B, C que intervie-

Ejercicios

nen en él.
P | K T T Fe
Ahono A 100 50 100 a0 0
Abono B a0 50 105 45 10
Abono C a0 50 120 a0 40
u
‘? PILSHIC!:.:-:
)

\{LQ"".' E. w*\i'\‘

Solucidn:

a) Las cantidades de cada elemento en los distintos compuestos bésicos se
pueden representar mediante los vectores @ = (100, 50, 100, 50, 0); & = (90, 50,
105, 45, 10); €= (60, 50, 120, 30, 40),

La mezcla pedida debe formarse tomando una cantidad de cada compuesto

A, B, C, es decir, para que se pueda formar debe haber una combinacién lineal
de los vectores dados,

La habrd si existen coeficientes reales @, f, ¥ que verifiquen la igualdad:

(500, 100, 500, 2.500, 150) = a (100, 50, 100, 50, 0) + J (90, 50, 105, 45, 10} +
+ ¥ (60, 50, 120, 30, 40).

Para que dos vectores sean iguales, lo deben ser todos sus componentes,
por tanto, el sistema siguiente debe tener solucidn,

500 = 100a + 908 + 6ly;
100 = 50a + 508 + 50y;
S00 = 100a -+ 1058 + 120y,
2.500 = 50a + 458 + 30y;
150 = Oer + 108 + 40y,

El sistema no tiene solucién porque 100a + 908 + 60y = 2(50x + 457 +
+ 30¥), mientras que 500 # 2 x 2500 (2.2 y 4.2 ccuaciones).
No se puede formar el abono pedido, ni partiendo ni sin partir las pastillas.

_ b} Tgval que en ¢l apartado a), serd posible hacer la mezcla si existen coe-
ficientes reales a, §, ¥ que verifiquen la igualdad:

(290, 150, uy, 1y, 10) = a (100, 50, 100, 50, 0) + 8 (90, 50, 105, 45, 10) +
+ 7 (60, 50, 120, 30, 40).

Es decir, si tiene solucidn el sistema siguiente:
290 = 100 + 904 + 60 9,

150 = 50 + 508 + 50y,
uy = 100a -+ 1058 + 120y,
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1 Espacios vectoriales

g = 50 + 450 +30y,
10 = 0a + 108 + 40y,

El sistemna formado por las ecuaciones 1.4, 2.} y 5.* tiene como solucidn a =2,
=1,y=0

4 Para que tenga solucién el sistema formado por las cinco ecuaciones, los
valores @ = 2, fi = 1, ¥ = 0 deben ser solucién también de las ecuaciones 3.1 y
4." y por tanto, us = 305, u, = 145.

Como consecuencia, se puede formar la mezcla porque el vector (290, 150,
1y, s, 10) es combinacién lineal de los vectores (100, 50, 100, 50, 0y, (90, 50,
105, 45, 10y, (60, 50, 120, 30, 40).

¢) Los valores uy = 305, uy = 145, indican las cantidades de nitrdgeno y
calcio que lleva cada blogue, el vector que indica la cantidad de cada compo-
nente por blogue de compuesto que se va a suministrar al agricultor es: (290,
150, 305, 145, 10), siendo el peso de cada bloque 290 + 150 + 305 + 145 +
+ 10 =900 g.

Los coeficientes @ = 2, f= 1, ¥ = 0, indican el nimero de pastillas de tipo
A, B, C respectivamente que hay que tomar para formar cada bloque del com-
puesto pedido.

El peso del blogque también lo podiamos haber calculado sabiendo que cada
bloque se forma con dos pastillas del tipo A y una pastilla del tipo B, de 300 g
de peso cada una, es decir, 3 % 300 =900 g.

Ejercicio 1.6
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Sea V = |f: R — R). Se pide determinar si el conjunto W= [flx) = e™; glx) =
= x" h(x) = x) es libre, o ligado.

Solucidn:

Seade™ + fic’ + yx = 0, esta igualdad debe ser cierta para todos los valores
de x.
Para cada uno de ellos obtendremos una ecuacidn:

Ejercicios

E]arcicio' 1.7

Six=0= A=0
Six=1= f+y=0
Six=2= 88+2y=0

Del sistema de ecuaciones formado por f+ =0y 88 + 2y =0, se deduce
que =y =10, es decir, es un sistema libre o linealmente independiente,

5i Py es el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor que 3.
Se pide:

a) Decidir razonadamente si [x°, ' + x, x + 1] es una base de dicho espa-
cio vectorial,

b) Calcular las coordenadas de 5x° + 3x + | respecto a la base {+°, 2" +x, 1 +
+1].

c) Encontrar una base del espacio vectorial real de los polinomios de gra-
do menor o igual que 3, que contenga a la base dada.

d) Calcular las coordenadas de 5x" + 3x + 1 respecto a la base encontrada
en el apartado anterior.

Solucidn:

a) Cualquier base B del conjunto P, ax* + bx+ ¢/ a, b, c € R) debe serun
sistema libre de vectores de P, tal que, todo pelinomio de grado menor o igual
que tres, se pueda escribir como combinacion lineal de los vectores de B,

Vamos a comprobar si [+, £ + x, x + 1} cumple estas dos condiciones:

al) |5, 2 +x, x+ 1) es un sistema libre:

ad+ P+ )+ 8+ 1)=0= a=0,=0,6=0= [, P+x,x+1}es
un sistema libre.

a2) [+, " + x, x + 1) es un sistema penerador de Py
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1 Espacios vectoriales

Cualquier elemento de P; es de la forma ax’ -+ bx + ¢; para que {x°, X' +x, x +
+1] sea generador la ecuacion ax’ + bx + ¢ = ax’® + B + x) + 8(x + 1) debe tener
soluciones reales para o, 3, 4.

En efecto, ax’ + bx + ¢ = ax’ + A" + x) + 8{x + 1) = la+ ) +x(f+8)+
+é=a=a-b+c = f=h-c;§=c;w B, §existen y son reales para cual-
guier polinomio de P, porque existen y son reales, a, b, c.

b} En 5x* + 3x + 1, los coeficientes sonma =5, b=3; c= 1

s a=5-3+1=3;f=3-1=2%c=1=5+3x+1=0"+2("+2) +
+ 1ix+ 1)

Las coordenadas de 5x* + 3x + 1 respecto a la base dada son (3, 2, 1).

c) Paraque [2°, x" +x, x + 1} sea base de Py, nos falta afiadi *" el conjun-
to [x', x", & +x,x + 1) puede generar P5, y los vectores que lo forman son un
conjunto de vectores linealmente independientes. Hemos afiadido x', pero hay
otras muchas posibilidades como por gjemplo, " —x*, x' = x* +x, 27 + 1, ..

d) El polinomio 5x° + 3x + | también pertenece a P, por tanto, se puede
expresar como combinacién lineal de los elementos de cualquiera de sus bases.

En particular, 543+ 1=ax + B 4+ S +x)+yx+ 1) =ax + (B +
+E +(E+ Y+ y=» a=0,F=3,8=2,y=1

Las coordenadas de 5x* + 3x + 1 respecto a la base [f, O, +x,x+ 1} son
0,32, 1).

i Lo ek HORE S B
Ejercicio 1.8
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Sea§={(2,-1,2,3),(1,3,2, 1)) C R". Sepide:

a) Hscribir unas ecuaciones paramétricas de (S}

by Determinar si el vector (11, <2, 12, 16) pertenece a {5}, ¥ =i es asi, en-

contrar la combinacidn lineal que lo genera,

¢) Determinar el valor de los pardmetros m y n para que el vector i = (1,
m, 4, n) pertenezca al subespacio de B* generado por los vectores, ¥ = (2,-1,2,

3}}rﬁ= ':11 3;21 l:l.

——Tp,

Ejercicios
Solucion:
a) Bcuaciones paramétricas:
n=2+p
()= (A2, -1,2,3) +p(1, 3,2, )/ A peRY) = < Z;it%::
nu=3+u

b) Pfara que (11,-2, 12, 16} pertenezca a (5), deben existir soluciones en el
sistema formado por las ecuaciones paramétricas:

1I=21+p
—2=-=1+3n
12=24+ 2y
l6=31+u

Los valores de A, u obtenidos como solucién de las dos primeras ecuacio-
nes son A = 35, 4 = 1; que convierten en identidades las dos iltimas ecuaciones,
por tanto, (11, -2, 12, 16) € {5), y la combinacién lineal que lo genera es: (11,
-2,12,168)=5(2,-1, 2, 3+ 1(1, 3, 2, 1.

¢) Del mismo modo que en el apartado anterior, para que (1, m, 4, n) perte-
nezca a {S), deben existir soluciones en el sistema de ecuaciones formado por
las ecuaciones paramétricas:

1=21+u
m=-1+3u
4=21 4+ 2u
n=31+p

Los valores de A, 4 obtenidos con solucién de las ecuaciones primera y ter-
cera son A = =1, u = 3; que al ser sustitvidos en las dos ecuaciones restantes,
proporcionan los valores de los parimetros m = 10, n =0,
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L e e
Ejercicio 1.9
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Sean Ly = [(x, 50, ¥, X)) ) e R [y =m=xy=x), Lo = |0, X2, %3, %) | €
eR'Ix =xa=xy=x), Ly= {(x), X2, %3, xs) ) € R* [ 22 = 2y, x4 = 2x3) subes-
pacios vectoriales de B*. Se pide:

a) Una base y unas ecuaciones paramétricas de Ly M Ly, Ly M La, Ly N Ls

b) Indicar cudles de las signientes sumas son dirsctas y dar sus ecuaciones,
Li+ g, La+ 14 }'L. + L.

Solucidn:

Los vectores de L, M Ly pertenecen a L, y a L, por tanto, deben verificar las
ecuaciones de ambos.

Xy = Xo
Cualguier vector que cumpla las condiciones {xg =1x;, es evidente que,

X3=X4
X=X
también cumple sesdeci, LiNL; = LiNL,=L,.
Xa =Xy
) ) X =X
Las ecuaciones cartesianas de L, son! < x = x;
A=
n=a Xz 1
. ; n=a X3 |
n 1 | - =] =
Unas ecuaciones paraméiricas son =0 o l=al
L=a I, 1

Una base de L, M L, estd formada por el vector 0 sy
L; + L; no es suma directa porque £, N Ly 0.
Céleulo de Ly + Ly:

. —— e e

Ejercicios

Conocemos una base de Ly, siguiendo el mismo proceso encontramos una
base de L,:

n=4d Xy 1 0
n=p x|l o 1
szﬁ il X3 = 1 +'ﬁ ]
.quﬁ Xy ] 1

Los vectores (1,0, 1, 0y y (0, 1, 0, 1) son generadores de L, y son lineal-
mente independientes, por tanto, son una base de L,,

Cualquier vector v de L, + L, es suma de un vector Vel yunvectorde e |
€ Ly; ¥y estd generado por los vectores de una base de Ly, y ¥ por los vectores de
una base de [,

X 1 1 0
Es decir, es de la forma: 7 = i; =g : + 5 [I] +8 é
X4 I 0 1

Los tres vectores generadores no son linealmente independientes, (1, 1, 1,
=(10,1,00+(0,1,0, 1), por tanta (1, 1, 1, 1} se puede eliminar del sistema -
de generadores de L, + £; sin que varie el subespacio generado, que es L, co- '
mo ya sabiamos porque L, C [,

i

L : X =X = x
Buscamos los vectores que verifican las ecuaciones 4 = y a2y
=Xy xy=2x

la nica solucién posible del sistema formado por las cuatro ecuaciones es el
vector (0, 0, 0, 0), por tanto, L, N Ly es el subespacio impropio de R* : D.

Ly + Ly es suma directa porque L, M L, = 0.

Cilculo de L; & Ly

Base de L, = [(1,0, 1,03, (0, 1,0, 1)}

Base de L = {(1,0,0,0), (0,4, 1, 2))

SIVeL+l= V= %+ Hhiwne Ly % el

a7



1 Espacios vectoriales

X 1 0 1 0
S =_ | 0 1 0 4
Es decir, es de la forma: v = ]y ] 0 + & A kd B
X4 0 1 Q 2

Los cuatro vectores que forman el sistema generador son linealmente inde-
pendientes, por tanto, son base de R = LB L= R,
Cualquier vector de R* se puede obtener como suma de un vector de L, y

otro de Li.
X =1
Ly M Ly estd formado por los vectores que verifican las ecuaciones < x; = x3 y
Xy = Xg
-.'f: =2y
Xy = EX'J.
= L,NL {(0,0,0,0)] = L; + Ly es suma directa.
Cileulo de Ly P L
Basede L, = ({1, 1,1, 1]
Base de La={(1,0,0,00,(0, 4,1, 2))
51VEL| (D .Lj = J= F|+f_1,|'l?| E L.}'?; EL}.
£ 1 1 0
. - | 1 1] )
Es decir, es de la forma: ¥= | . f=a| | [+8]| 5| +8|
Xy 1 0 .
x=a+
______ . TR | m=a+d4d i
Unas ecuaciones paramétricas de L, & L, son: AR que elimi-
L=o+ 245

nando los pardmetros dan lugar a las ecuaciones cartesinas x; + 2x; — 3, =0,
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Ejercicios

(R s M| s e P |

Ejercicio 1.10

SDEI!A = [':]r 21 ]-s I}: {"I- {]1 1, D}, {21 2, U. 1}} }rB: l[:-ﬂ, X3, _I],I‘} g [R‘f
.llllzx|—2x:r‘+2x]”l¢=ﬂ'].

Se pide:
) ) Obtener una base, la dimensién y ecuaciones de ambos subespacios de
R’
b} Determinar si A + B es suma directa, ¥ escribir sus ecuaciones paramé-
tricas.

¢) Obtener el conjunto complementario de A en R,

Solucidn:
a) Elsistema {(1,2, 1, 1),(=1,0,1, 0), (2,2, 0, 1)} no es libre, ya que;
(1,2, 1, 1)-(-1,0,1,0)= (2, 2,0, 1} al quitar el vector dependiente que-

da el sistema {(1, 2, 1, 1), (=1, 0, 1, 0}), que es independiente y forma una ba-
se del subespacio A, cuya dimension es dos,

Xy 1 -1
Las ecuaciones paramétricas son: f: =a % + F1 11, las carte-
X +x-2r=0 o 1 0

sianas

12—2-1'4=ﬂ

El subespacio B de R' cuyas ecuaciones cartesianas son: 2x) =233 3+ 2xy —
= x4 = 0 tiene por ecuaciones paramétricas:

P, i 1 0 0

i x 0 1

xzzg = x; =alg|*+8]| o|*F [1} , los vectores
x=20-28+25 \x 2 9 2

(1,0,0,2),(0,1,0,-2), (0, 0, 1, 2} son un sistemna libre, por tanto una base de
B, y la dimensidn de este subespacio es tres,
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b} A4 + B no puede ser directa porque A y B son subespacios de R*, si Ia su-
ma fuera directa, la dimensién de A N B serfa 0, y como A + B también es un
subespacio de [¥*, el mayor valor que puede tener su dimensién es cuatro, y no

podria cumplirse la igualdad:
Dim (A + I:';I' + Dim (A N B) = Dim 4 + Dim 8.

A + B es subespacio de R, Vv eA + B =

Xy 1 -1 [_1]. 0 H
. 2 0 1
V= ;: =al 1 [+8] (|*8|ol+7 | o|*7 |
T 1 0 2 -2 2

Pero de entre los cinco vectores del sistema de generadores, hay solo tres
independientes como puede comprobar el lector por cualquiera de los procedi-

mientos que conoce,

1 o\ [o % =5

e ol 1 0 =y

Podemos escribir ¥=4 0 +r ot 1 |® Xy =1]
2 -2 2 =28-2v+2n

que son las ecuaciones paramétricas de A + B.

c) Para encontrar el subespacio suplementario de A, basta con:

Ampliar la base {(1, 2, 1, 1), (=1, 0, 1, 0)} de A hasta obtener una base de
R, lo conseguimos con dos vectores independientes de ellos, por ejemplo: (0,
0, 1,0}, (0, 0,0, 13]; el subespacio generado por {(0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1}} es el

suplementario de A,

X 0 0 X = 0

. ; x =
Sus ecuaciones paramétricas son: x: =a ? +8 g = ij = g
Xy 0 1 X = ;B

60

Ejercicios

; . {x; =
Sus ecuaciones cartesianas son:
xp= 0
Aunque al terminar el capitulo uno el lector dispone de herramientas para
ver la dependencia e independencia lineal, después de estudiar los capitalos
dos y tres, le resultarin mds ficil hacetlo, por lo gue se recomienda una revi-
sifn cuando haya leido dichos capitulos.
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INTRODUCCION

Aungue los cambios de coordenadas cartesianas conducen a cdleulos idén-
ticos a los de la teoria de transformaciones lineales, éstas aparecen mds clara-
mente (bajo el nombre de sustitucidn lineal) en los trabajos sobre clasificacidn
y reduccidn de formas cuadriticas de coeficientes enleros, de dos variables en
Lagrange y de tres variables en Gauss.

Gauss para representar [a sustilucion lineal, utiliza por primera vez una no-
tacién matricial que designa con un dnico simbolo S, hace notar también que
s1 después de una sustitucion § se realiza otra U, el efecto es el mismo que re-
alizar una sustitucién cuya tabla de coeficientes es precisamente la correspon-
diente a lo que después se llamarfa el producto de las matrices de IJ v 5. Tam-
bién comentan brevemente que ¢l resuliado seria cierto para cualquier nimero
de variables.

F: Einstein, en 1844, utiliza el mismo simbelismo en sus frabajos sobre feoria
de niimeros, ¥ destaca que hay que distingoir claramente entre SU v LIS,

Es Cayley, en 1855, quien al estudiar el comportamiento de los invariantes
bajo transformaciones lineales, introduce la notacidn matricial para represen-
tar las transformaciones con toda generalidad al objeto de simplificar Ia nota-
cifin.

El nombre de matriz para designar una tabla rectangular de nimeros, se
debe a la fértil imaginacidn de Sylvester, llama asi a una tabla “oblonga de ele-



2 Aplicaciones lineales Sylvester (1814-1847)

e =E R LS RLLT L I LS R

menlos porque es la madre de la que se pueden extraer tablas cuadradas para
hacer sus determinantes”. En 1858 publica A Memoir on the Theory of Matri-
ces, que se considera el trabajo definitivo que dio origen a la teoria de matri-
ces. En él se define la adicidn y el producto por escalares. La definicidn de pro-
ducto de matrices esti motivada (como en el caso de Gauss) por su
interpretacion como representacion analitica de una transformacidn lineal y la
imposicion de que la matriz producto represente la transformacidén composi-

cién. Cayley prucba todas las propiedades algebraicas de las operaciones con AseTamp aillise.encar = usm volvid a ]nglate:rra
matrices. Define el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada 4 como y A ImalerArics __ idedde: ﬂrq: Im_]u nqhuggmmu :h: 3&
enuncia el lamado Teorema de Hamilton-Cayley, aungue sdlo lo demuestra ' trih I

paran=2yn=3.
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2 Aplicaciones lineales

2.1 Aplicauiones lineales

AT A el AT AT RSeS|

Al definir una aplicacién entre dos espacios vectoriales, estamos wlilizando
muchos conceplos simultincamente. Vamos a analizarlos sobre un ejemplo
concreto.

L I RS TR i T

Ejemplo 2.1.1
“Sea f: (M, +, B) — (', +, B) una aplicacidn definida como:

gy a2 v
( )—?{ﬂu+ﬂ|21ﬂu—ﬂus az, 00"
v e ]

Tenemos:

¢ Estructura algebraica inicial: (M, +, H) es el espacio vectorial de las
@y
zl ﬂ

matrices de la forma { , entre las que hay definida la opera-
cién de suma estdndar, y la operacién de multiplicar estdndar por un es-
calar,

+ Estructura algebraica final: (1, +, F) es ¢l espacio vectorial de los vec-
tores de B*, entre los que hay definida la operacién de suma estindar y
la operacitn de multiplicar estdndar por una escalar.

gy 2

) & M en el vector
ayy 0]

¢ Una aplicacidn f que transforma cada matriz (
]
(et + gz, &g —thy, G71, ) € R

Es evidente que fes aplicacitn, porque para cada original la imagen es tnica.

¢ Ademis, es una aplicacitn especial que conserva la suma

ay a2
f[ 0 }:I:ﬂ“ + iz, 2 —I‘]1|_,ﬂ'“1{]}
gy
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2.1. Aplicaciones lineales

.IF bz| ) {bll+bllr It"l: ‘—bjn l{;'2|1. ']:P

an+ by apt by
ay + by 0 = (ay + by + @iz + byg, ag + by —ay —byy, @y + by, 0)

ay iz [T
f[azi Q }’f( 0 J;‘:a“*‘a'llaﬂ-ﬂ:ﬂ! aillu}-h{b]' +b|1,4”‘|2—b‘u' b“rﬂ:l

ke PRt e

¢ También conserva el producto por escalares:
ay a Aa) Aa
f[ (a:. |1)) (la: {}" = (Aay + gy, dag —Aay, Mzh__ﬂf‘-

A.f(al: al'?] Afan + ap, ap —ay, az, 0)

-

Podemos decir que, "Mediante la aplicacion f, la imagen de la suma de ma-
trices es la suma de las imdgenes de dichas matrices, y la imagen del producto
de una matriz por un escalar, es el escalar por la imagen de la matriz".

Las aplicaciones que, como ésta, tienen la propiedad de conservar la es-
tructura de espacio vectorial porque la imagen de la suma es la suma de las
imdgenes, y la imagen del producto de un original por un escalar, es el escalar
por lai imagen del original, son de un upu especial y reciben el nombre de apli-

a ales o transformaci ineales
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2 Aplicaciones lineales

N ey e e e e e T I R iy v
e AR bt b N S o b A 1 23 G O S o S A

é, 1.1. Definicion de aplicacion lineal

f. V=W es una aplicacidn lineal entre los espacios vecloriales V, W, si se verifi-
ca: AR + 4 = ART) + ™) + T VE,7e VY ue R

Las aplicaciones, lineales o no, se usan continuamente en Informdtica, cita-
remos algunos ejemplos claros:

+ Cada direccidn en la memoria se considera como un vector y se le asig-
na su posicion mediante una aplicacién no lineal.

¢ LEn una base de datos se relacionan (se establece una aplicacidn) varios
elementos de diversos campos (conjuntos sobre los que se define la
aplicacidn).

¢ En la programacidn orientada a objetos, los conjuntos y subconjuntos
son las clases y las aplicaciones la relacidn entre clases.

De entre las aplicaciones lineales, algunas nos resultan conocidas, es el ca-
s0 peométrico de las proyecciones que se ilustra en el ejemplo siguiente,

f."'i' P G AT B i Y n 5

Ejemplo 2.1.2.

Compruébese que fi: B = R’ [ fi(x,, x5, 13) = (x3, 3, 0) es una aplicacién Ii-
neal,

Veamnos que verifica la condicién fi(A% + u7) = Af,(%) + ufi(F).

En efecto, al desarrollar ambos miembros obtenemos el mismo resultado.

Fu(A0xy, 22, ) + 10y 1 Y, ¥a0) = FilAxy + oy, Axeg + ptya, Axy + pays) = (Ax + gy,
Adxs + prys, O,

Fildxy, 2, 230 + AiluOr, yo, 90 = fildx, Axg, A) + iy, pys, prva) = (A,
Axg, 0) + (uyy, prya, O) = (A + iy, Axa + prya, 0).

« Laimagen de (2, 3, Desfi(2, 3, 7 =(2, 3, 0), y geométricamente la identi-
ficamos con la proyeccidn o sombra del vector (2, 3, 7) sobre el plano xy = 0.
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2.1. Aplicaciones lineales

Paraf, : R = R/ falx), 22, 150 = (x1, 0, x3) se hace exactamente igual, v es
un pequeiio ejercicio para que el lector compruebe si ha entendido la defini-
cién de aplicacidn lineal. Esta aplicacién es la proyeccidn sobre el plano y = 0.

Sabemos que si V= U, @ U, cualquier vector de V se puede escribir de
forma tinica como ¥ = ©, + Wy, siendo &, € U, T € U,

Las aplicaciones p;: ¥V — [, (W) =T, y po: V= Uy [ po{¥) = i, e llaman
proyecciones de V sobre los subespacios U, y Uy,

LBl R b el e oy e |

Ejemplo 2.1.3

La aplicacién f: R — R / fix) = sen x no s una aplicacion lineal.
No conserva la suma:

x> f(x)=senx
¥y fly)=seny
X+y~+sen (x+y)=5enxcosy+SEn yCOSX ¥ SENX + sen y

Tampoco conserva el producto por escalares:

scn{lu,i:l # lﬂ.scn(il;

TN

scn(lﬂ.%} = sen({5x) = sen(x) =0 lﬂ,mn{%} =10.1= 10

La aplicacién { : V = V que transforma cada vector & € V en el mismo

vector &, se llama aplicacidn identidad, y es evidente que es una aplicacién
lineal.

5;'"' La aplipcidn 0 : V= W que transforma cada vector & € V, en el vector 0
{_ € W, sellama aplicacién nula, y también es evidente que es una aplicacion lineal.
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TS

4 F

72

[' 1. Para cualquier aplicacidn lineal f : V —+ W, se verifica que f {E} =0

Demostracidn:
Sabemos que § = 0%, por ser f una aplicacitn lineal fi0) = 0fi7) =0

7~ 2. Para cualquier aplicacidn lineal [ : V — W, se verifica que fi-7) =
L=

Demostracion:

f0) + f=9) = f7 + (7)) = fi0) = 0 = fi-5) =-A7)
[ 3. 8idos vectores son linealmente dependientes, sus imdgenes mediante
una aplicacidn lineal también lo son.

Demostracién:

Sea [H,, U;) un sistema ligado = Si 44, + A = ] hay algin 4, 20

SAH, + Ad) =f(0)=0 _

S, + Aglp) = AT, + Ayf{H;) = 0 con algin 4, # 0, por tanto (i), fi1e) )
es un sistema ligado.

4. Si dos vectores son linealmente independientes, sus imdgenes me-
( diante una aplicacidn lineal pueden no serlo.

Demostracion:

Seaf: R R/ Jfixy, x7) = x; una aplicacién lineal (es muy ficil compro-
barlo),

((2, 1), (1, 3)) es un sistema libre en R’

f2.=2,1,3)=1

[2, 1] es un sistema ligado en .

mr R

‘ 5. La composicidn de dos aplicaciones lineales es una aplicacién lineal,

Demostraciin:

f . g 5
Sean fy g tales que V—— W= ¥, si ambas son aplicaciones lineales,
podemos escribir: b

(g @ SHAR + u¥) = g(flAR + uv)) = g(Af7) + ufiv)) =
= Alg(a)) + p(g(fV)) = Alg « () + (g « V)

La igualdad anterior muestra que (g « f) es una aplicacién lineal,
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2 Aplicaciones lineales

1% 2.2. Subespacios distinguidos: niacleo e imagen

o T T R I T e o L S A R R T ! Ly oS oy s vl S

. En cualquier aplicacidn entre espacios vectoriales hay dos subespacios que
."J’E' tienen un interés especial: niicleo ¢ imagen de la aplicacidén. , B

: La imagen estd constituida por todos los vectores de W que tiene un origi-
nal en V'

L T T e S A S R B Bl
' 2.i .1 Def’ inicion de imagen de una aplicacion lineal

La imagen de 1a aplicacidn lineal f: V = W se define como:
Im(f) = {Ww e W, tales que 3v & V que verifica W = fiv)}

R e e
bt e R i 2

P A A R R bk o ol A R i VL
2.2, Froposm:dn

La imagen de una aplicacidn lineal £ : ¥ — Wes un subespacic de W
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2.2. Subespacios distinguidos: ntcleo e imagen

Demostracion:

Vamos a comprobar que Im(f) verifica la condicién que caracteriza un sub-
espacio.

Aplicando la definicidén de imagen, si W, W, € Im{f) =3v,, ¥, € V, tales
que fi¥,) =Wy, fivy) = Wy, por tanto, fi7, + V) = fi¥) + (F) = W + Wy, como ¥, +
+ ¥ € V por ser V un espacio vectorial = W, 4w, € Im(f).

También se verifica VA e |, flAV) = V) = AW, como AW € Im{f) porque Av &
€ V = Im(f) es un subespacio de W.

El otro subespacio importante es el subconjunto de ¥V cuyos elementos se
transforman en el vector neutro de W,

L e e T e B e N T e T N e TSP
2.2.3. Definicion de niicleo de una aplicacion lineal

_._._,-.-ﬂ_

=

Niicleo de la aplu:aclfnn lineal f : V—* Wesel wn}unm
Nuc(,f} Iv € V L.ﬂes queﬂ”‘} [I E W

¥
=i

L

e
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2 Aplicaciones lineales

2.2.4. Pmpnsmmn

El niicleo de una aplicacidn lineal £: V — W es un subespacio de V

DPemostracidn:

Vamos a comprobar que Muc(f) verifica la condicién que caracteriza un
subespacio,

Siv,"meE Nucl:ﬂ _,ﬁf_ 14 W) = fiF) + fivy) por ser f una aplicacién lineal;
como fiv) +flin) =0 +0 =0 e W = % + 7% € Nuc(f).

También se verifica: VA € R, ¥v € Nuc(f) = fid¥) = (M =0 =17
€ Nuc(f), por tante, Nuc(f) es un subespacio de V.

ety e e
Ejemplo 2.2.1
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“Sea fi(M, +, R) — (W', +, R) la aplicacién lineal definida como (‘:rz“. a:;] ke

= (ay + dyz, 4y —ay, ay;, 0) en el ejemplo 2.1,1"

La imagen de la aplicacitn lineal estard formada por el subconjunto de R,
cuyos elementos sean de la forma (x|, x3, X3, x) = (ay + a3, @ —ay, gz, 0).

X =ap +diz

f=0n=du-y Iml::f-] = {I:xif.-?.fz',.:_?ﬁf Xq) Eﬁl‘l‘rx*= m

Xy =y
X = ]

El micleo de la aplicacién lineal estard formado por el subconjunto de M
cuya imagen sea (0, 0, 0, 0) = 0 € R*, es decir, los elementos (g;: ‘l[[”) eM

que cumplan f ( 3" a[?J = (an + ay, ayy —ay, an, 0) = (0, 0,0, 0)

21

2.2. Subespacios distinguidos: nticleo e imagen

(2

ay+ap=0 f
ap—an=0 ¢ =a;,=a,=0=| Nuc(f) =f'(0,0,0,0)= [D D)
ﬂh:U

B T P A e RN

Si V es de dimensidn finita (dim V = n), entonces, se verifica;
dim MNuc () + dim Im {f) = dim V¥

Demostracion:

El niicleo es un subespacio vectorial de V (V es un espacio finito), por tan-
to, tiene una base finita. Llamenos B a esta base, los vectores de 8 son lineal-
mente independientes, y se pueden completar con otro sistema de vectores li-
nealmente independientes hasta obtener una base (2, &, ..., &, T, ..., GgldeV

Hemos tomado B como base del niicleo, cuya dimensidn es p,

Mos falta ver que {fi@,), ... fifi,) ) €5 una base de la imagen de f.

Veamos primero que es generador,

Por la tercera conclusion de [2.1.2), sabemos que 5i {,, &y, ..., B, T}, ..., Tyl
es generador de V = [f{g,), (&), v f(E), A1), .. fi(7,)] €5 generador de fiV).

Como BC Muc(f), )} =...=/8) =0, y (@), ... i)} genera V),
que es Im{f).

Veamos ahora que (f{(%,), ..., f{{#,)] son linealmente independientes:

Si A;ﬁ{ijﬁ i+ AU = 0, por ser f una aplicacién lineal fil,m + ... +
+ Agdy) = 0, es decir 415, + ... + A0, € Nuc{f), y por tanto, se puede expresar
como combinacidn de los vectores de una de sus bases, por ejemplo de 3.

ATy + ok Al = @8 + ...+ @8, = 0, podemos escribir

& + ... + @8, + A + ... + A0, = 0, de donde se deduce necesariamente
que @) =..=a,=4,=..=4,=0porser (¢, &, .., &, W), ..., i) base de V.

Por tanto, Af(it) + ... + AfG) =0 =1, = ...=1,=0 = {fl5), ..., fii,)) es
un conjunto libre, y la dimensisn de la imagen de fes g.

Hemos demostrado que p + g = n.
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2 Aplicaciones lineales

# A la dimension de la imagen de f se la llama Range de la aplicacidn li-
neal: rg(f).

Ejemplo 2.2.2

En el gjemplo 2.2.1 se verifica dim Nuc(f) + dim Im(f) = dimV. En efecto:

e £ 5 . ) il X iz - 10
l..::Li:lu'ruzrmufm1'_It_.1'r-i'—{(aEI ﬂ]} ESII&SPDT'EIUE(MI U] ay (EI- l])+

+a.z(g é)+az|(? g)}r{({l} g).(g é](? EB es un sistema libre, es de-

cir, &5 una base de M formada por tres elementos.

dim Muc () = 0, porgue Nuc {f) = (g g )

dim Im {f) = 3, porque:
]I'I'I{ﬂ= “:-rlpxlr-xhxi:] E Hﬂ fx.1=ﬂl — [(.x.,).';, Xy, G} E‘\[:‘I
{ %y, %2, 13 D=x01,0,0,00+x(0,1,0,0)+x (0,0, 1,0
= @5le con-

COnd
\U (1,0,0,00,{0,1,0,0),(0,0, 1,0} esun sistema libre

junto es una base de Imif) < I’ formada por tres elementos,

__,) Ya conocemos la importancia de las demostraciones en matemdticas, pero
ademds de su valor intrinseco, a lo largo de ellas, se ulilizan y demuestran pro-
piedades importantes que tienen valor fuera de dicha demostracidn.

Como parte de la demostracién anterior ha quedado demostrada la propie-
dad expresada en la proposicion siguiente:
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2.2. Subespacios distinguidos: niicleo e imagen

e S R A L B U R T . VT D W D A

2.2.6. Proposicion

fr

Una aplicacién lineal f: V — W conserva la independencia lineal si el niicleo de la
aplicacion lineal es | 0]

T

La parte de la demostracion anterior que demuestra esta proposicién es:

“Debemos comprobar que (%, .., %} linealmente independientes =
= [fiz@,), ..., flii,) } son linealmente independientes si el nicleo de la aplicacidn
lineal es |0}; My + e+ Aglly = 0 = fILH + ... + A8 = AfT) + ... +
+ A ) =f0) =0. Como 4, = ... = 4, = 0 porque |&,, ... %, | son linealmente in-
dependientes = f(%,), ..., f(E,) son linealmente independientes.”
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2 Apilicaciones lineales

2.3. Aplicaciones lineales y matrices
R T N T R e T e e T T

Determinar una aplicacion f: V' — W es dar un procedimiento que permita
calcular las imédgenes de los elementos de V,
Hay distintos procedimientos para determinar una aplicacidn:

Si el conjunto tiene un nidmero finito de elementos (no es lo mismo que
de dimensidn finita), se pueden dar las imdgenes de todos y cada uno de
ellos,

of Se puede dar una ley de formacidn que permita asignar a cada elemento
de V un elemento de W, de modo que f verifica las condiciones dadas en
[2.1.1] como hemos hecho en 2.2,
5i la aplicacidn es lineal, no es necesario dar esa ley de formacidn ni las
imdgenes de todos los elementos, es suficiente dar las imigenes de los
vectores de una base, porque por ser lineal, con ello quedan determina-
das las imdgenes de todos los vectores de V, es decir, queda determina-
da la aplicacion.
Las imdgenes de los elementos de V son elementos de W, y vienen da-
dos respecto a una base de W, que hay que fijar previamente.

2 3 1. Taarema

bi V, W son dos mpau.m's vm:‘.turlalf.s sobre IH ‘B.= {e,, By o, f,,I es una base de V
= [ Wi, Wy, iy Wa subcumunm de W, entonces, existe una "|ph|:m:nf-n lme.ﬂ
Ijml.,d_,l" VS W, al qu:: fla) = Wi, (8 =3 . f[f,,} w,, ]

Demostracidn:

Como hemos hecho en otras ocasiones para demostrar que algo existe, lo
construirmos, Queremos demostrar que existe una aplicacion lineal f: V — W,
vamos a construirla:

2.3. Aplicaciones lineales y matrices

Cuando se fija la base B en V, cualquier vector X & V, se puede escribir dan-
do sus coordenadas respecto a la base: ¥ = (x,, xy, ..., x,), es decir, T = 1,8 +
+ Xy B ko X

Construimos de la siguiente manera la imagen de cada elemento de la apli-
cacidn:

_ﬂ:’] =f[I|E| +.IQE: + ... +I;E_,} = ILﬁEL} + x;-ﬁ?ﬂ + .. +.x.uf[E,.) =
=X W) + 213W; + ... + X, W, = La aplicacion fexiste.

Como las coordenadas {(x,, xy, ..., x,) de un vector ¥ son tnicas respecto a
una base & = la aplicacion f es inica,

Para ver que es lineal debemos comprobar que la aplicacién construida asi,
verifica las condiciones dadas en [2,1.1]:

SIAZ + u3) = AT + pfi); YEFeV,Viuel

En efecto,

ST + p1y) = fi(Ax) +uy,Jé, + ... + (Ax, + uy,)E,) =

= [(Axy +uy )W + oo+ (A, + py ), =

= (AW + o+ AGW) + (W + L+ ) =

= (AxflE) + ... + A @) + (i) + ... + uyfle,)) =
=AMxflE) + ... + xflE)) + uyfid) + ... + 3flE)) =

= W|E[ o +x..-_£,.] '1"#}[}’|E| *+ +}',,E.|} =mf} +ﬂﬂj_-')

= La aplicacidn fes lineal,

Ejemplo 2.3.1

Seaf: R — R*/A(1,0)=(1,2, 1); 0, 1) = (1, 1, 0) una aplicacion lineal.
Determinense unas ecuaciones de dicha aplicacidn.

Solucién;

B= ((1,0), (0, 1)} es una base de ¥, (1,2, 1), (1, 1,0)) C R, (no es base)
(x4, ) = xy(1, 0) + x3(0, 1); por ser f lineal podemos escribir:

L1
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2 Aplicaciones lineales

S ) =il 0+ 10, 1) =x(1L 2, 1)+ 2001, 1, 00 = (5 + 30g, 2y + 20, ) =

h=xtx
= 4 w=2x 4+ sonunas ecuaciones de la aplicacidn lineal dada, que
JFi=n

permiten calcular la imagen (y,, ys, y4) de cualquier elemento (x), x;) de .

550 SH il e Sl et |

Ejemplo 2.3.2

i5e puede determinar alguna aplicacién lineal £ R® — R, tal que, fi2, 3) =
(0, 1% A-2, -3 =1, H?

Solucion:

Mo puede haber una aplicacion lineal que cumpla las condiciones dadas, ya
que, si fuera lineal, deberfa cumplirse: -2, -3) = /142, ] = {fi2, ) =
=—{1, 0), mientras que, en el enunciado aparece fi-2, =3} = (1, 0),

Una aplicacidn lineal se puede determinar dando sus ecuaciones, como he-
mos hecho en el ejemplo anterior, pero también se puede hacer dando una ma-
triz que va asociada a cada aplicacidn lineal cuando hemos fijado una base en
el conjunto V y otra en el conjunto W,

A L B T oy e UGN D B B e AT 1 B i 1 2 P bt B ey |
2.3.2. Matriz asociada a una aplicacion lineal

51V, W son dos espacios vectoriales sobre B, B = {7, B, 1., Fal es ina base de V.,
8 = |Ty, T, v, T | Una base de Wy funa aplicacién lineal de Ven W,

Se llama matriz asociada a la aplicacién lineal f respecto a las bases By S, al con-
junto A de elementos ordenados en una tabla rectangular de m filas y n columnas

2.3. Aplicaciones lineales y matrices

ay dyp ... d

dy d22 ... day -
A= siendo

n .ﬂfil:]:allﬁl +antiy + .+ 3yl
_ﬂ.’?ﬂj = dally + daalis + .o, + @400,

LY LY QP # ﬂzﬂr} = a,ly + tatiy + ... + Tyt

Observemos que las columnas de la matriz A son las coordenadas de los
vectores de f{8) respecto a |a base 5§ de W,

El concepto de matriz ha surgido aqui de forma natural asociado a las apli-
caciones lineales para cuyo estudio son una herramienta indispensable, y vere-
mos su estructura algebraica a partir de 1a de las aplicaciones lineales, pero las
matrices existen independientemente de las aplicaciones y forman una clase de
objetos matemiticos estudiados con anterioridad por el lector en distintos mo-
mentos. )

En Informética las matrices son una herramienta utilizada con mucha fre-
cuencia desde cosas tan elementales como representar la posicidn de los pixels
en la pantalla como un elemento de una matriz de 800 columnas y 640 fila (o
1024 x 800, ...) donde el eolor en cada uno es el valor del elemento en esa po-
sicidin, hasta los Arrays utilizados para dimensionar variables, donde los subin-
dices del mismo indican la posicién del elemento,

Utilizar los conocimientos anteriores de matrices, nos permite ex presar la
aplicacidn de una forma mis cémoda, es s expresion analitica:

S1AXG X3 v 20 = (V1 Yoo o Yo, 18 aplicacidn construida en [2.3.2] se pue-

de expresar;
¥1 2y Iy . i Xy
» g3 Gy .. O || X
sae - e ans . mre - ﬁ }'r =.I‘1X
- Xy Bt Tad vee pm Xy

38 et e

Ejemplo 2,3.":"-.'1? ‘

Escribanse las ecuaciones matriciales de Ia aplicacién dada en el ejemplo
2.3.1.

83



2 Aplicaciones lineales

Solucion:
¥i 11 ¥ =X kX
yal=| 21 [Il] & 4 yo = 2x; + x; (ccuaciones obtenidas
¥ 10 3 »i=
en el ejemplo 2.3.1).
T e e T D e e T ST

2.3.3. Proposicion

Si B es una base de V, su imagen f{B) l'nEl:llﬁl'ﬂ.C la aplicacitn lineal f es un .ustcma
generador de fiV) : L

Demostracion:

Cualquier elemento de f{V) tiene un original en V = se puede escribir co-
mo combinacion lineal de los elementos de f{8),

fUE) = fixg@) + X8z + oo+ X8 = XTE) + (8D + .+ X SE)

e S S A TR ST 200
2.3.4. Definicion

{ Rango de una mattiz es el rango de la ﬂplibz_tciﬂn 1i_nuul ﬂsogjactu_dphnla_:_ﬂ_;}._rgr{ Aj

sy st S e R T
2.3.5, Teorema

.-

El fango de una matriz es.el numam dr. veclores -:uiumna ]mculmeme i de.pen-
dientes que hay en Al it : 2 b .

84

8.8, Aplicaciones lineales y matrices

|
#Demustmclﬁn:

Si fift) es la imagen de una base de V, es un sistema generador de V), por
tanto, la dimensién de f{V) seri el nimero de vectores linealmente indepen-
dientes que haya en fif}).

Las columnas de la matriz A son los vectores de f{B), por tanto, ¢l nimero
de vectores linealmente independientes que hay en f{8) serd el nimero de vec-
tores columna linealmente independientes que hay en A.

se puede definir como la dimensicdn Jde su

El rango de la aplicaci
imagen o el rango de la matriz asociada,

PR R A B
Ejemplo 2.3.4
En la aplicacidn del ejemplo 2.3.1, la dimensidn del subespacio imagen es
2, porque
| 1 1 1 1
YVi|l=x|2|+x )1 | esdecir|2 |y| 1 |generan la imagen; ademas, co-
¥s 1 0 1 0

mao son linealmente independientes, son base de Im(f) y su dimension es 2.
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2 Aplicaciones lineales

2.4. Los espacios vectoriales (L(V, W), +, [)
"F {Mrmtn I'+J E]

ek R i |

Llamaremos L(V, W) el conjunto de todas las aplicaciones lineales posibles
entre dos espacios vectoriales sobre B : V de dimensién n, y W de dimensitn m.

Estamos acostumbrados a sumar aplicaciones, multiplicar aplicaciones por
escalares y componer dos aplicaciones. En este apartado vamos a ir viendo las
propiedades que tienen las operaciones citadas, y como consecuencia, la es-
tructura algebraica que tiene L(V, W) con las distintas operaciones definidas
con sus elementos,

oA MR o b Bt 1 A T A 4 T
e i kot B TS I M et R R e (o e el s A el

24.1. Teorema

(L{V, W), +, ) es un espacio veclorial sobre [t e A T

Demuostraciin:

Sify g pertenecen a (L(V, W), +), la suma de aplicaciones se define como:

(f + 2)(¥) =f1v} + g(M)
La suma es una aplicacién lineal:

(f + g)av, + fva) = flav, + fv,) + glav, + fn) = flaw) + ff) + glav)) +
+ g(fW) = {f + g)aWy) + (f+ g)(BW) = alf + g)(¥) + B + g)(¥2)

Es evidente que, tiene las propiedades conmutativas, asociativa, existencia
de neutro (la funcién nula, tal que 0(v) = 0, Vv € V), y elemento opuesto de f:
f, tal que (=A)(T) = -f0).

Por tanto, (L(V, W), +) e5 un grupo conmutative,

i

2.4. Los espacios vectoriales (L(V, W), + R}y (M .+ R)

El producto de ung aplicacion lineal por un escalyr se define come:
(AT = Af(V), siendo fe LIV, W)y A e B,

El producto de escalar por aplicacién lineal es aplicacién lineal;

(AN aV, + fva) = Aflav, + fva) = A[flaw)) + f(0)] = Alaf(9)) + BfiT)] =
= adfivi) + BAfTV:) = a(AN(F)) + a(4)(7)

Es claro que esta operacidn tiene las propiedades que sirvieron para definir
un espacio vectorial en [1.2.2]:

1. Distributiva de escalares respecto a aplicaciones: A(f + g) = 4/ + g,
2, Distributiva de aplicaciones respecto a escalares: (4 + p) = AF + of’
3. Asociativa: (Au)f= Auf).

i 4. Existe el escalar unidad, 1, que cumple 1f'=f£.

Hemos-demostrado que (L(V, W), +, ) es un espacio vectorial sobre [,

Por ser (L(V, W), +, [¥) un espacio vectarial, las aplicaciones lineales del
espacio vectorial ¥ {cuyos elementos son los vectores de V) en el espacio vec-
torial W (cuyos elementos son los vectores de W) son vectores,

Sea f e L (V, W), recordemos que dim{V) = n y dim{W) = m, y que si fija-
mos una base en V y otra en W, cada aplicacién f: V — W lleva asociada una
matriz de orden m x n.

Representaremos por Ma., el conjunto de todas las matrices de orden n1 % n,

Recordemos gue, una aplicacién tal que su inversa también es aplicacidn,

Este es ¢l caso de la comrespondencia que existe entre las aplicaciones line-
ales v las matrices, cada aplicacidn lineal de L(V, W) lleva asociada una matriz
inmea de M., ¥y cada matriz de M., determina una aplicacion lineal dnica de

[ L(V, W).

g
LW " M

]
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2 Aplicaciones lineales

La correspondencia biyectiva existe entre el objeto de estudio L(V, W) y la
herramienta utilizada, M., 105 induce a analizar la estructura de ambos con-
Juntos simultdneamente.

R B e e e e e e T e e L e e e e e e e ey
2.4.2. Teorema '

(M o, +, [E) 5 un espacio vectorial sobre B

Demostracion:

My % My —* . M, Operacion de sumar matrices de orden m % n.

Si A = (ay) es la matriz asociada afy 0 V — Wy B = (by) es la matriz asocia-
daafy:V — W llamaremos matriz suma A + 8 a la matriz asociada a la apli-
cacion fy + 5 V= W,

Basta ver la definicién de suma de aplicaciones para establecer que A + 8 =
= {ay + by).

La expresion analitica de fi + fpes ¥ = (A 4+ B)X.

Por la correspondencia biyectiva existente entre LV, W) y My, tal que.
conserva la operacidn de sumar, podemos asegurar que (M., +) tiene las mis-
mas propiedades que (L{V, W), +), es decir, s un grupoe conmutativo.

Mo % B —— M 1+ Operacién de multiplicar una matriz A € M.,
por un escalar 1 € H.

SiA = {ay) es la matriz asociada a fy 1 ¥V — W, la operacion de multiplicar la
matriz 4 € M., por el escalar 4 & [, da como resultado la matriz A4 € My,
que es Ia matriz asociada a Af;.

Utilizando la definicitn de aplicacion por escalar = 14 = {day).

Por la comespondencia biyectiva existente entre L(V, W) y Mo, tal que
conserva la operacion de multiplicar por escalares, podemos asegurar que am-

2.4. Los espacios vectoriales (L(V, W), + R) y (M. .+ R)

e

bos conjuntos tienen las mismas propiedades al multiplicar sus elementos por
un escalar: -

I. Distributiva de escalares respecto a matrices: A{4d + ) =14 + 18
2. Distributiva de matrices respecto a escalares: (4 + u)ld = A4 + pA
3. Asociativa: {An)d = AuAd)

4. Existe el escalar unidad, 1, que cumple 1A =4

La aplicacidn f: L(V, W) — M. que asocia a cada aplicacidn lineal una
matriz, es una aplicacién biyectiva que transforma la suma de aplicaciones en
suma de matrices, y al producto de escalar por aplicacién en escalar por matriz,
es decir, conserva las operaciones del espacio vectorial.

Una aplicacién biyectiva que conserva la estructura de espacio vectorial
recibe el nombre de jsomorfismo entre los espacios vectoriales,

Hemos demostrado gue el conjunto (M., +, [} es un espacio vectorial

{_isomorfo a (L{V, W), +, R).

TR RS IR R TR TS

Ejemplo 2.4.1

Dadas las aplicaciones lineales asociadas a las matrices A = ((1} _; _g _‘]l) ¥

3 =5 6 -1 ; : ;
i} =( 7 0 -2 -3 ) se pide establecer la expresidn analilica de las aplicacio-

nes lineales asociadas f;, f5, la aplicacidn fi + 2fa, v la matriz correspondiente a
esta aplicacidn.

Solucidn:
: 1 2 =3 4 e il i ; L 1 ;
Dos 1ot es la matriz de la aplicacion lineal £ - B — B, cuya expresion es;

Xy

(}':)_(1 2-3 4) x ﬁ{}'|=lxl+7-1'1—3x3+4x4

¥l V\0=5 1 -1/l yy= O — 5 4 Loy = Iz
Xy
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2 Aplicaciones lineales

35 641
2 0-2-13

) es la matriz de la aplicacidn lineal fz : B = R, cuya expresién es:

Rt
nij_ 3I-5 6 -1 Xa J.'|=3.I|-5I1+ﬁl'3_'"lx¢
Y2 12 0-2-3 X b d J&=ZI|+0I1—ZI3—3I|
Xy

f_,{ : Rd—} RTI{I], Ko Xq, ) = (Ll + 2.1'.2—3.[3 + 4.141 ij =5+ 1y —Lxy)
fu: B = P (e, 0 X3, %) = (3, — 532 + 63 — Loy, 2y + Oz — 2065 — 3x)
f.hfl.l g R‘ — [H‘F ! {..‘Eh Xa, Xi, .1'4:} —¥ ETX| - EIZ + QIJ + 2xy, dap = Sxp = 31y = ?xqj

Xy
La expresidn analitica de f, + 2f; es (J;,;] = (E :E _93_%) i:
Xy

_3 - E _
((])_3 1_1)+2(3 2 2 1)=(?_ﬂ 4 z)es]amarﬁzdelaaplicacmn

2 0-=2-3 4 -5 -3-7
lineal fi420.
b U L b AT Ll 2 P AT e o 1 e LR A LB et s

2.4.3. Teorema

Dim(L(V, W), +, R) = dim(M o, +, R) =mxn

Demostracidn:

Para saber la dimensién de (M., +, ), es suficiente conocer el niimero de
elementos de una de sus bases.

90

e

2.4. Los espacios vectoriales (L{V, W), + R) v (M ,+, [V

{Epi=1,..,m, j=1, .., n] esuna base si cada Ejes la matriz de orden m x
1 que tiene 0 todos los elementos, excepto el que ocupa la fila i, columna j, que
vale 1.

La base asi construida es la base candnica y tiene m % n matrices £, y por
tanto, la dimensidn de (M., +, B es m 0.

La dimension de (L(V, W), +, ) es también m * n por ser isomorfo a
(M wea, +, R).

[t frartl s L - e L A s o |
Ejemplo 2.4.2

La base candnica de Ma.; es:

Looyfo10}fo01}foo0}(oo0)fooo)l .
{(u 0 n)'(ﬂ au]’(u 0 ﬂ}'(l {}D)'(ﬂ 10)’(013 |B’ Habb

trices linealmente indepedientes.
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2 Aplicaciones lineales

2.5. Composicion de aplicaciones lineales
pmduc‘tn de matrices

: e e e e
AR R S L S L g UL T TR Rl R T |

e

A veces hay que realizar una serie sucesiva de transformaciones a un ele-
mento de un conjunto inicial, de manera que el ransformado mediante una
aplicacion es el elemento a transformar mediante la siguiente aplicacidn; ese
proceso es el de componer aplicaciones.

Si ¥V, W, If son tres espacios vectoriales reales, g y fson las siguientes aplica-
ciones lineales, se puede construir la aplicacicn lineal fe g (se lee g compuesta
con ), de modo que, la imagen mediante la aplicacidn sucesiva de g ¥ fa cual-
guier vector de V, dé el mismo resultado que la aplicacion de f« g a dicho vector,

¥ =g(x)

& Obsérvese que se escriben en orden inverso a come se aplican.

La forma de multiplicar matrices parecerfa artificiosa si no fuera la expre-
sion analitica de la composicién de aplicaciones; vamos a ver por qué esti deli-
nida de esa exlrafia manera.

B e T s, o o e N S T nm.t.r rER T T O R TP
2581 Teorema

La composicidn de dos aplicaciones lineales es una aplicacién lineal -~

82

Z.5. Composicion de aplicaciones lineales y producto...

Demostracion:

Sig y fson las aplicaciones del grifico anterior, por ser lineales podemos
escribir:

fogQ@v, +uv) = flg@Av, +pvy)] = £ (Ag(W) +pug(Va)) = Aflg (7)) + uflg (7)) =
= A(f e g)¥)) + pif+ g)(¥), quedando demostrado que [ g es lineal.

51 dim(¥) = n, dim{W) = p v B es la matriz asociada a la aplicacion lineal
respecto a las bases candnicas, g 1 V - W = B & M.

51 dim(W) = p, dim(l/}) = m y A es la matriz asociada a la aplicacidn lineal,
respecto a las bases candnicas, f: W — U = A e M. :

Como dim(V) = n, dim{l/) = m la matriz asociada a la aplicacién lineal,
respecto a las bases candnicas, fo g : V — U serd de orden m = n.

En estas condiciones definimos el producte de matrices como la matriz de
la aplicacién composicidn.

2 5 2 Defmmmn dﬂ prr.rducto d'e matrmes

2’ 5 3 Eafcu!a del pmdur:ta de ma’tnces

La aplicacitn lineal g : V — W, cuya matriz asociada es B = (by) M, tie-
ne por ecuaciones:

G, Yoo o J) = £ (y, X1y o Xa); Cada yo = bty + biaXe + .. + BpoXa = be,.x;,
=l up
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2 Aplicaciones lingales

2.5. Composicién de aplicaciones lineales y producto...

IPEL O

D000 000O0P000OOORPETC UIEELOUIFECLCUDIEC U

-

La aplicacidn lineal f: W — U, cuya matriz asociada es A = (ay) € M,
tiene por ecuaciones:

"
(210 200 ooy Zod =000 ¥y o0 000 Cada 2= ayy + nys + ..+ @de =§|ﬂm}’n: i=1,
ey 11

Las ecuaciones de la aplicacidn lineal f= g : V — I/, cuya matriz asociada
es AR = (¢,) € M., tendrd por ecoaciones:

{Zh - T zm:! :_ﬂ}'lp L TR }'pl =ﬂﬂ|:xh o, P xﬂ}] =‘f° Hl:-rh X2y ey xn:]

p P " " op
Cada z; =§I iy :EI. i EE bisx;) :,..Eu (ngla,-,,.b.u-jxf parai=1,...m

Bn Informética el uso de expresiones de este tipo equivale al uso de bucles
(Dei=1,..mFori=1, .., m), son vilidos también para expresar flujos condi-
cionales (i estd entre 1 y m, con i # f) o para flujos repetitivos (7 estd entre m y 1),

p Utilizar ¢l simbolo Z simplifica la escritura de una suma, aungue puede ha-
cer mds dificil la interpretacidn de la expresion, por ello, vamos aclarar su sig-
nificado.

Al escribir la matriz asociada a la aplicacidn lineal que tiene estas ecua-
ciones, se obfiene una matriz tal que, el elemento que ocupa la fila {, colum-
naj: cyde AR = (¢} € M, 5¢ ha obtenido haciendo la siguiente manipula-
cidn:

“Primer elemento de la fila i de la matriz A por primer elemento de la co-
lumna j de la matriz B, més segundo elemento de la fila i de la matriz A por
segundo elemento de la columna j de la matriz B, méds..., mis elemento p -esi-
mo de la fila i de la matriz A por elemento p -esimo de la columna f de la ma-
triz B".

Todo este proceso se puede escribir con la siguiente expresion:

»
C = (cy) € M, siendo oy = anby; + apby + ... + ayby =tEJa,1f:-g,-‘. i=1,2..
mi=1,..m B

Esta es la forma en que el estudiante ha visto siempre el producto de matri-
CES.

Abusando del lenguaje, se dice que se obtiene el elemento c; multiplican-
do la fila i de A por la columna j de B,

x‘\
/\xblf
Cila i " [
Filaide A | ay | ap St . @y, by
X
I br.l_f
Columna j de B2

+ Obsérvese que para poder componer aplicaciones, ¢l espacio final de la pri-
mera transformacidn que se aplica, debe ser el inicial de la segunda transfor-
macidn, que en lenguaje de matrices equivale a decir “sdlo se pueden multi-
plicar dos matrices cuyos Grdenes son m > py p > ',

0 T A A 0 A o e e e s E U L o Dree e 1L

B el ke i i iWbdnat] ol o e

2.5.4, Teorema

La compaosicién de dos aplicaciones lineales verifica:

. No es conmutativa: fa g puede ser# g o f

. Bxiste la aplicacion identidad; f o f= f

« Asociativa: (fegleh'=folp o))

. Distributiva respecto a la suma por la izquierda: /i o (f + Sl=hof+heg
.- Distributiva respecto a la suma por la derecha: (f+ gloh=foh +goh
. Asociativa con escalares (v g) = (A0 o g =fo (Ag)

[ T L N R
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2 Aplicaciones lineales

Demostraciones:

H) El fundamento de estas sencillas demostraciones es comprobar si la ima-
gen de cualguier vector de V mediante las aplicaciones que hay a ambos lados

__TF

del signo “="es la misma o distinta.

1. Cuando se busca demostrar que la igualdad no es cierta, es suficiente en
buscar un contragjemplo, es lo que hacemos en este caso:

Definimos las funciones f: B* — R como fix, 1) = (n + %, X — %) Y £ ¢
R* — * como g(x;, x;) = (x;, x,), al componer ambas funciones en orden dis-
tinto s obtiene;

Ly @

(1, 22) = (00 + X, Xy = Xg) = (0 + 2, 5+ 30) = (gof) (%), 52 = (1 + X2, 0 +x)

Bl gt

(1, 22) = (g, 1) = (20, 0) = (Fo @) (%1, 32) = (2:, 0)
Por tanto, (g« f) # (fe g).

2. ies la aplicacién identidad definida en 2.1 como i(¥) =V V.

3. [(Fe g) o R](x) = (fo g)(h(x)) = fg(h(x)))
[f'o (g = H)1(x) = f(g o HHx)] = g(h(x)))

4. [o (f+ gl(x) = h(f + g)(x)) = M({fx) + g(x)) = A(fla)) + hlg(x))
(hof+hog)(x)=(hefx)+ (ha g)(x) = hifix)) + h(gx))

5. Es idéntica a la 2.

6. [A(fa gl(x) = A(f= g)(x) = A{fig(x)) = Aflg(x))
[(Af) o g1(x) = (Afhgl(x) = Afg(x))
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2.5. Composicion de aplicaciones lineales y producto...

1l
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. 5. Teorema

—
El producto de matrices verifica;

. Noes conmutativo: AB puede ser # BA

. Existe la matriz identidad: ! e My, tal que JA=Ayl e M, talque /- B=§8

. Asociativa: (ABYC = A(BC) ;

. Distributiva respecto a la suma por la izquicrda: A(B + C) = AB + AC

. Distributiva respecto a la.suma por la detecha: (4 + B)C = AC + BC

. Asociativa con escalares A(AB) = (AA)B = A(1B)

(=2 i - S L A ]

Para las matrices no es necesario hacer las demostraciones de las propicda-
des correspondientes, ya que, el producto de matrices es la matriz asociada a la
composicidn.

a7

1 ITC0OT7920000000000000000000000000¢€

f

IR L

" 38



2 Aplicaciones lineales

2.6. Algebras de endomorfismos y matrices
cuadradas

AR L - E TINR TR LE Eia L) o BN

L e e gy TR

1tk i s i SR S FE P

En 2.4 esmdiamos el conjunio de todas las aplicaciones lineales posibles
entre dos espacios vectoriales sobre B : V de dimensidn n y W de dimensidn m,
lo llamamos L(V, W), y vimos que tenia estructura de espacio vectorial,

Si nos ceflimos a las aplicaciones lineales de V' en si mismo, estamos ante
un caso particular de lo estudiado en 2.4, las aplicaciones lineales de un espa-
cio vectorial en si mismo, se llaman endomorfismos

_# Maturalmente, en el caso particular se verifican todas las propiedades que

se verificaban en el general, pero a veces, su singularidad puede conferirle al-
guna propiedad mds.

La primera particularidad que tienen es que la matriz asociada a un en-
domorfismo es cuadrada.

Sif:V — V,la matriz asociada tendrd las n columnas (cada una formada
por la imagen de un vector de una base de V), expresadas en la misma u oftra

base de V, v, por tanto, cada columna tendrid n coordenadas, que dan lugar a n
filas.

LY -

A o SR ET e R Lt )

Ejumplo 2.6.1

F: R 5 B/ fix, x) = (2%, 0) es un endomorfismo de R, la matriz aso-
ciada a frespecto a la base candnica de F?, tendra por columnas las imfgenes

de la base, £(0, 1= (2, 03y f(1, 0) = (0, 0); (2, 0) y (0, 0) tienen 2 coordenadas
por ser vectores de B

2.6. Algebras de endomorfismos y matrices cuadradas

Respecto a la suma de aplicaciones, los endomorfismos no presentan nin-
guna particularidad, y como consecuencia, (L{V, V), +) s un grupo conmuta-
tivo.

Respecto al producto de aplicaciones lineales por escalares, tampoco ocu-
rre nada especial en los endomorfismos, teniendo la misma estructura de espa-
cio vectorial que tenia (L{V, W), +, R).

2.6.1. Teorema

(LAY, .V]l,.-i?, [R} €5 un 'sub-'c_:spaciu *-.-e,émr':al de LV, WO, +, )

Demostracion:

Es evidente, ya que, (L(V, V), +, B) C (L(V, W), +, B) v (L{V, V), +, R) es
espacio vectorial.

La particularidad mds significativa del conjunto de endomorfismos de Ves
que se pueden componer siempre porque €l conjunto final de la primera aplica-
cifn es el conjunto inicial de 1a segunda.

B T e S e T ey
2.6.2. Teorema

La mm]m'umﬁn de: rlm endnm[:-r[lmm verifica:

. ‘Asociativa: U'* s gloh=fu(g o f) e ;
Distributiva’ respecto acta suma pm la 1zqum|da e :‘_,r' 3 g} ho f + a’: " s:
:r'_'l'.‘llstnbuuva mqtctn ala suriia por 1 derechia: (f + .5]. h f e ;; sh :
,:'.,-f'sﬂocmuva con escaiares }L{f e =4 g -.f I[.lg'_ll

¥ 'Nacamnutatw-i fngatg af en ‘general s Pty
-,"E:f.l,spe un E:IEmmm nﬂutm i qlle = la apl]cm:lén Ldenudﬂd en iV .|"r nf _fu i —_.l"
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2 Aplicaciones lineales

Demostracion:

Verifica las propiedades I, 2, 3, 4 porque los endomorfismos de V son un

caso particular de L(V, W) como hemos dicho anteriormente,
Para poder afirmar la 5 es suficiente con encontrar un contragjemplo como

el siguiente:

T Gy, ) = (0 + 2x, 3 + s folaoy, ) = (g )
Falfalxy, x2)) = 3y + 4o, 2y + 200) # fulfoln, 22)) = (g + 2y, I + 4dxy)

Para ver que la 6 es cierta, es suficiente construir la aplicacion i de los gri-

V IV - V
N (= DEYERIE) =110
: 7
v

i(X) = ¥

) yr:;)/ (08) = 09)

Cuando en un conjunto hay definidas dos operaciones, de modo que, res-
pecto a una de ellas es grupo conmutativo, la segunda es asociativa y es distri-
butiva respecto a la primera, tenemos la estructura algebraica llamada anillo.

ficos siguientes:

=

Podemos recopilar las propiedades que hemos visto en el siguiente teore-

ma:

'{;’:"b nwt#.ﬁ

2%. Algebras de endomorfismos y matrices cuadradas

2.6.3. Taarema

El conjunto de endomorfismos de V' es un anillo no conmutativo con elemento
neutro
En el conjunto L{V, V) hay definidas dos operaciones: +, »

L{V, ¥}, +) es un grupo conmutativo

L(V, ¥}, o) verifica la propiedad asociativa

» &5 distributiva respecto a 4+ por la derecha y por la izquierda
» 10 &8 conmutativa % '
J elemento neutro |

El conjunto de endomorfismos de V tiene estructura de anillo considerando
las operaciones +, », y estructura de espacio vectorial considerando las opera-
ciones +, y multiplicacién por escalares, ademds verifica la condicién de aso-
ciatividad con escalares, Esta estructura tan compleja se llama flgebra,

El hecho de que los endomorfismos de un espacio vectorial se puedan
componer siempre, nos permite multiplicar siempre sus matrices asociades,

Si A es la matriz asociada a fy y B es la matriz asociada a fy, siempre es po-
sible hacer AB, que es la matriz asociada a fy o fy.

‘.’—}VL}V

X = ful¥) = fulfa(X))

B B L T
Ejemplo 2.6.2

En el contragjemplo que pusimos anteriormente para la no conmutatividad,
establecimos los sipuientes endomorfismos de R

Jalxi, x2) = Oy + 2oeg, 3oy + dg); fo(xy, xa) = (e, 23).

La composicidn fy « f; es:
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2 Aplicaciones lineales

102

i

R —"I:'r--* B

Cry, a) = oy + 2wy, 3y o+ o) — (3 + dony, 4 ok D)

Las matrices asocindas a fy v fn son A = [; z) yH= (? é) respecto a las

bases candnicas. Su producio es siempre posible, porque siempre es pogible
componer los endomorfismos en este caso ln matriz asociada afy o f, o5

0 o)63)-03)

Hemos estudindo el conjunto de endomorfismos, cada une de ellos Neva pso-
ciada una matriz cusdrada, En el conjunto M., (matrices coadrodas de onden
), estin definidas las operaciones de sumar, multiplicar matrices por escalares
y multiplicar matrices por matriees cen lus propiedades que se derivan del

f
isomorfismo LIV, Vi ——" M.,

!—I

Por ello, podemos asegurar gue M., fiene estractura de dlgebra, ¥ comn
conFECuencia, (M q, +,.) e8 i anilio,

———

-
- . .I""/.I' -
2.7. Matriz ascciada a un cambio de'base on V. Matriz..

. 2.7. Matriz asociada a un cambio de base an V.

Matriz asociada a una aplicacion lineal cuando
cambian las bases

Recordemos que fijada una base f = [#,, 7, .., T, |, coalquier vector ¥ & ¥,
se puede expresar en funcidn de log veclores de dicha base ¥ = 08 + 182 + .+
+ 28y, ¥ Lemamaoy coordenadns del vector ¥ respecto a la bage dada a log coefi-
CIETILES Xy, X3, .0y Ko

Elegir una buse diferente B’ = [, 75, ..., &,] en V, signilica que el vector
¥ £V se puede expresar de la forma ¥ = 07, + Fo#'s + ... + 55, ¥ sus coorde-
nadas respects a le nueva base san: ¥, T, ..., T

El nidmero de coordenadas respecto 2 las dos bases off el mismo, porque to-
day las bases de un espacio vectorial tienen el mismo nimero de elementos, su
dimensidn, pero las coordenudas podrin ser distintas respecto a una base v 1
.

Estublezcamos el endomorfisme identidad, de mode que, la imagen de ca-
da vector ex el mismo expresado respecto u otri hase, entonces:

VB — s (B

- — — — i -, - — -
T=FF+ %4+ TP =08 + T2 + . + 55,

Las imdgenes de los vectores de B mediante el endomarfismo ¢ vienen
dadas por las expresiones siguientes:

f:':?'l} ‘__E‘I'l =g+ Gufs + e+ gl it Gz e ]
(F) = = 18 + Gl + 0 + agB g §o e e G,
)= Tm g8 + s + -:- ';'El'ué.. il {i',; -. qr..,.
E_Lﬂ matriz (F es 1o matriz ssociada a 6, se Bama malviz del combio de b

Las columnas de  son las coordenadas de los vectores de la base B mes-
pecto a B,
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L 2 Aplicaciones lineales

; al

cnndas de un vector respecto a la base H' a las coordenadas res to a ld bﬂ::.e
P

Las ecuaciones de la aplicacion identidad que permiten pasar de las coor-
d
B se llaman ecuaciones de cambio de base, y son:

X qu gz . Gl [ X

X X
1 i du dz r?zu ; @ ¥=QF
] Xn qM qu? are ann -fn

(B b ek 1 iy e

Ejemplo 2.7.1.

diendo B' = [, =(1,0,0,-1),8:=(0,1,2,0), 1= (1,-1, 2, -2), &4 = (0,
0, I, 1)} ¥ B la base candnica, determinense la matriz de cambio de base en
', las ecuaciones del cambio de base que permiten pasar de las coordenadas

| respecto a B a las coordenadas respecto a B, y la imagen respecto a B del vec-
tor (1, =3, 4, <3)y.

Solucidn:

(V.BY—' (v, B)

vectores de B respecio a 8’ vectores de BY respecto a B

{1,0,0,00——(J,0,0,-1)
. 0,1,0,0)———(0,1,2,0)
. 0,0,1,M —r(1,-1,2,-2}
| (0,0,0, 1) ——— (0,0, 1,-1)

Matriz (2 del cambio de base: O =

[
_——

oo
S =S

104

2.7. Matriz asociada a un cambio de base en V. Matriz...

Ecuaciones del cambio de base:

X 10 1 olfx n=x+x

T _ o1 -1 ojx|, Ju=i-x
BTl oz 2 1)1 Xy = 20"y + 'y 4+ Xy
Ay =1 O =2 —1/\x; =

-2y — x4

El vector conocido es ¥ = (1, -3, 4, =5)r, para calcular ¥ debemos hacer la
sustitueidn de (1, -3, 4, -5) en la expresién anterior:

Esl 10 1 ] 1 .J:'|=5
01 -1 03|, Ju=-T
X 02 2 1 4 Ty=-=3
x| V=10 -2 -1/\-5 B i

Comprobemos que (1, -3, 4, -5 = (5, =7, =3, —4)s:

1,-3,4,-5)r=(1,0,0,-1)=3(0, 1,2, 0) + 4(1,-1,2,-2) - 5(0, 0, 1, 1)
3,7, -3,-4)=5(1,0,0,00-7(0, 1,0,0)=3(0,0, 1, 00— 4(0, 0, 0, 1)

p—

De la misma manera que hemos actuado para expresar en base 8 los vecto-

res que estdn en base B', podemos repetir el proceso y obtener en base 87 los
vectores que estin en base 08,

(V. B)—— (V. B')

Cada vector de B pertencee a V, y su imagen mediante el endomorfismo
establecido, es el mismo vector expresado como combinacién lineal de los
vectores de la base B de V:

i(€) = & =Pnf‘1 +P1|E-’z 2 +prrli:n Pu iz oo P
i(€1) = & = p o +.Dn€z+ <+ Puafns p_|Pn Pz P
E{En} E’uzPl.\Erﬁ +phF? + L +.phh_errr Pul Puz oo P

705



2 Apilicaciones lineales

La matriz P también es una matriz de cambio de base.
Las ecuaciones de este cambio de base son: ¥ = Px

Es evidente que, si tenemos un vector expresado respecto a B, pasamos
mediante 0 a su expresién respecto a B, y la imagen obtenida la expresamos
respecto a B' utilizando P, el resultado es el vector original,

Si utilizamos i para representar la identidad cuando es Q la matriz del
camhbio de base en V, podemos escribir:

. B —E L n—L (VB
| ¥ ————¥=QF ——— T =Px=F Q¥

La expresidn ¥ = P& = P 0%, demuestra que las matrices de cambio de ba-

P=g"

se tienen inversa porque son matrices cuadradas, tales que PR =1 & Q=r"
y por tanto, ip =iy e ip =g

En [2.3.2] vimos que “Si V, W son dos espacips_vectoriales sobre [8, B es
una base de V, § una base de Wy f:.V. = W .es una aplicacion lineal, la aplica-
cion flleva asociada una matriz A”,

~ ;Cémo varfa esa matriz si en V hacemos un cambio de la base B por la ba-
se 8, y en W cambiamos la base § por la base 5"
Los cambios producidos se ven en el diagrama siguiente:

v, B —Ls W, )
= fix)
Tia ip] Tir
T P LT
¥ ()

Para expresar la imagen de los vectores de (V, B7) mediante la aplicacién li-

neal fen (W, 87, tenemos que hacer la composicién de aplicaciones i7 ofy ® g

2.7. Matriz asociada a un cambio de base en V. Matriz...

La matriz asociada a la aplicacidn lineal al cambiar las bases es P'AQ si 0 es
la matriz del cambio de base B' por B en V' y P es la matriz de cambio de §' por
SenW-

~ La expresién A = P~ AQ es la formula de cambio de la matriz A asocia-
l il

a a una aplicacion lineal cuando cambian ambas bases.

ol 3 Fore B 1

Ejemplo 2.7.2

fiR* = Resla aplicacidn lineal tal que, {1, 2)=(1,0, Dy fi0, 1) =(2, 1,
0). Los vectores {1, 2), (0, 1) estin referidos a una base B = {8, &) C R B' =
= |& + &, &, — ) es otra base de R™: los vectores (1,0, 1), (2, 1, 0 estin refe-
ridos a una base § = |5, 3, 5;) C R, §' = {5, + 53, 5, — 52, 7z} es otra base de R,
Se pide la matriz asociada a la aplicaci6n lineal respecto a las base 8 € Ry
§ C R, Se pide la matriz asociada a la aplicacion lineal respecto a las bates
B C R'yS C R, la matriz asociada a la aplicacién lineal respecto a las bases
B'C R'yS C R,y laimagen respecto a §' de un vector cuyas coordenadas
respecto a B son (2, 3).

Solueidn:

RO, 1) =08, +&)=fE) =(2,1,0), f1,2)=f1e, +2&) = Iflé,) + 2f(E) =
= fle,) = fi1,2) - 2M{&;) = (1,0, 1) -2(2,1,0) = (-3, -2, 1}

-3 2
i {[FE! B) — (R, ) lleva asociada la matriz A = (-—-2 1 )
10

La matriz del cambio de la base B' = (g, + &, & — &) alabase B = |&,, &)

ool 3

1-=1
1 10
La matriz del cambio de basede ' a SesP=| 0 =1 1| Necesitamos la
1 00

matriz del cambio de la base § = |5}, &, 5:} ala base §' = (5, + 53, ) = Fa, T2,
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2 Aplicaciones lineales

que es P, como aiin no hemos dado un procedimiento de cileulo de la ma-
triz. inversa, calcularemos directamente las coordenadas de § en funcidn de

lag de &
u|=.5|+.51 K] 00 1
u;-s. ¥, 10-1
fy=3 T3 1 1 =1
La matriz asociada a la aplicacién lineal referida a las bases B’y 5 es
1 10y /=32 Py (00 D32y, I A
a=[0-11| |21 (1 1) 1 0-1)[=21 (1 1)= 2-6
1 00 10 i 1=V 10/~ =3-0
1 1 5
(2, 3}};:(—2 -6 (i):(hzz :
-3 -9 =33

Si no hubid¢ramos utilizado la fdrmula encontrada, los pasos seguidos serfan:

rI |I II

Ty + Ty
Ty = R
E —H],

1. Expresar ¥ = (2, 3) respecto a B : ¥ = 0%,

=1 ) (3)=(3).

2, Calcular la imagen por fde (5, 1) respecto a § : fi7) = A%,

f6,-1)= (:% z)(:;]: (ji)

. Expresar f{%) = (~17, -11, 5) respecto a 5 : P~ (f0);

i)

(%)
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2.8. Operaciones elementales en una matriz

2.8. Operaciones elementales en una matriz.
Matnz elemental

Sabemos que una matriz A € M, estd asociada a un endomorfismo de V
cuando se han fijado unas bases; decimos que son matrices equivalentes todas

las matrices que representan el mismo endomorfismo aungue cambiemos las
bases en V,

Las sucesivas operaciones que permiten el paso de una matriz a otra equi-

valente se llaman operaciones elementales en las filas o en las columnas, segiin
donde se efectien.

Dichas operaciones son;

1. Permutacidn, o intercarmbio entre filas.

2. Sustitucién de una fila por su suma con una combinacién lineal de
otras.

3. Multiplicacién de una fila por un escalar.

e
Ejemplo 2.8.1
1 -2 1 12 1
Lamatriz A = (D I 3) es equivalente a la matriz B = (U 1 —1.&) parque
2-21 01 3
se puede pasar de una a otra mediante las siguientes operaciones elementales
en las filas,

X 1 <2 1 1-21 1 -2 1 -2 1
A:(ﬂ : ?] [ 13] ({} _1) ( 1 -ip)-s
2-2 1 r 0 2-1 T 0 r
F]'-'-?.F;—E.F| Fie Fy Fa— 12 Fy

Obsérvese que todas las matrices que se van obteniendo en pasos interme-
dios son equivalentes.
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Die entre las matrices equivalentes a una matriz dada, algunas son especial-
mente interesantes, porgue es mds fécil trabajar con ellas que con la original.
Esto ocurre con las matrices escalonadas por filas.

A = (a;) es una matriz escalonada por filas (también llamada forma candni-
ca de Hermite) cuando:

1. El elemento ay, = 1 (aunque muchos autores admiten la misma defini-
cidn imponiendo sdlo que a;; # 0),

2. Cada fila, excepto la primera, se inicia con una sucesidn de ceros,

3. La sucesién de ceros gque inicia cada fila tiene algin cero mds que Ia que
inicia la fila anterior.

4. El primer elemento distinto de cero de cada fila, 51 lo hay, es un uno (o
distinto de cero si sélo se pide que ay # 0) ¥ se llama cabecera de fila.

5. Las filas cuyos elementos son todos ceros, si las hay, son las dltimas.

6. En cada columna, los elementos que quedan por debajo del que sirve de
cabecera de fila, son ceros.

De forma intuitiva podemos resumir todas estas condiciones dibujando la
forma que ha de tener una matriz escalonada:

De orden dos: ( 1 an ); ay puede ser 06 1,
0 an

1 a2 ap
) !auzl—}aﬂ—ﬂﬂa!!—l
Deordcnl‘.ms.(g ag: :u} { Siap=0=an=08an=1yan=0
3

B D T T T B A ST e e o )
2.8.1. Teorema

=

Toda matriz se puede transformar en otra equwa!ente cscaiunada pﬂr ﬁhs me—_
diante transformaciones Giﬂ-mﬂﬁtﬂltb PR e R

W . I._: L
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L

Una vez mis, para ver que algo es posible es suficiente hacerlo; vamos a
construir el algoritmo que permite esta transformacion,

1. Conseguir que el primer elemento de la primera columna sea distinto de
0. Para ello, si gy = 0, se intercambia la fila uno con alguna cuyo primer
elemento sea distinto de (.

2. Convertir el pivote en uno, Se sustituye la fila que contiene el elemento
elegido en el paso anterior por ella misma dividida por dicho elemento.
Llamaremos pivote al primer elemento distinto de cero (queda situado
en la cabecera de la fila),

3. Hacer que sean ceros todos los elementos de la columna del pivote que
quedan por debajo de él. Se consigue sustituyendo la fila en cuestion
por ella misma menos su coeficiente multiplicado por la fila del pivote.

4. Se repite el procedimiento partiendo de la fila siguiente.

o e e kS R

Ejemplo 2.8.2
2=110
Dada la matriz: A = g % é , para encontrar una matriz equivalente de
-3 51

forma escalonada, procederemos de la siguiente manera:

1. Tomamos a; = 2 como elemento a transformar en elemento pivote,

2. Para que el pivote sea 1, hacemos la sustitucion /7, — 1/2 F,.

3. Para que queden ceros en la columna del pivote por debajo de €], hace-
mos las sustituciones: i, = Fy - 3F, y Fy—= F. + 3F,.

4. Volvemos a comenzar el ciclo tomando como elemento para converlir
en pivole axn = 7/2.

Las transformaciones a aplicar son; F; = 2(TFy Fy =+ Fy =T Fu Fy = F,
-2 F,
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2 Aplicaciones lineales

2-1 0y [ 1-12 0y (1-12 0y {112 0\ [1-120
el @2t ol Jo il le 17l 00 1o
LB B 0 7 2 0 7 2 0 7 2 o o0
351 \3 s 1) Vo) el vo oo

La matriz dltima es escalonada como querfamos,

El uso de matrices escalonadas permite obtener algunas conclusiones Ficil-
mente, por ejemplo, el cilculo del nimero de vectores linealmente indepen-
dientes que forman sus vectores filas y sus vectores columnas.

5i A = (ay) es una matriz de orden 1 = n, puede ser censiderada como un
conjunta de rr vectores fila o como un conjunto de r vectores columna.

e A se puede obtener una matriz escalonada £ con un nimero » de filas
no nulas:

LTI < ) S I g »= = » s =
[+ T - R i D b = = » . =
000 0Dc ==

£ e o
O0000..00
e T AT . 5. 0O00O0D..00

El simbolo s expresa cualquier escalar, y debe entenderse que hay r filas
(0 escalones) no nulas, con tantos pivotes: a, b, ..., 1, como “escalones”.

La relacidn que hay entre las filas linealmente independientes, las colum-
nas linealmente independientes y el mimero de escalones viene dada por el te-
orema siguiente:

R e S T I e e R e A I T e i e e
2.8.2. Teorema

El niimero de veclores fila de una matriz A que son linealmente independientes
coincide con e] de columnas linealmente mdﬂpendleutes :-,r es 1gua1 al numcru dc
filas no nulas de su matrz e;.l.c:dlunada
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El teorema enunciado se puede desglosar en dos afirmaciones que demos-
traremos sucesivamente.

Esta técnica también es empleada a menudo en programacion, cuando un
problema se divide en subproblemas que son resueltos mediante subrutinas,

1. El miimero de vectores fila de una matriz, A, que son linealmente in-

dependientes coincide con el miimero de filas no nulas de su matriz es-
calonada, r.

Demostracidn:

Los vectores fila de B se han obtenido mediante operaciones elementales
realizadas en los vectores fila de 4, y estas operaciones que consisten en cam-
biar el orden de los vectores, multiplicar los vectores por escalares y sustituir
un vector por él més una combinacidn lineal de los otros, no modifican el -
mero de vectores linealmente independientes segtin vimos en el capitulo uno,

For tanto, el nimero de vectores fila linealmente independientes que hay en 8,
es igual a r,

2. El miimero de vectores columna de una matriz A que son linealmente
independientes coincide con el mimero de columnas no nulas, r, de su
malriz excalonada,

Demostracidn:

Para hacer esta demostracién suponemos que el lector recuerda la teoria re-
lativa a sistemas de ecuaciones que vio en cursos anteriores. 51 no fuera asi,
puede saltar las demostraciones y volver a ellas cuando haya estudiado ] capi-
lulo coatro,

Sean Ty, Tz, ..., &ry 10§ vectores columna de la matriz A correspondiente a las »
columnas que contienen los pivoles en B; para ver que son linealmente indepen-
dientes, de la expresion: 4§, + A6s + .. + 45 = 0 se debe deducir 4, =
saoede=0,

La expresion A, + A0 + ... + A5, = 0 expresada componente a compo-
nente es un sistema de ecuaciones lineal homopéneo equivalente al planteado
con las columnas correspondientes de la matriz escalonada B, ya que las opera-
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2 Aplicaciones lineales

ciones que se han hecho son las operaciones elementales, y en el sistema B es
evidente que la inica solucidn es la trivial: A, =dz=..=4,=0,

Ademis, no puede haber r + 1 vectores columnas de A que sean independien-
tes, ya que la matriz escalonada B, tiene solo r filas no nulas, pasarfamos el vector
columna T, detrds del signo igual, A, actuaria de pardmetro, y como consecuen-
cia, en el sistema de ecuaciones anterior habria infinitas soluciones para A;.

Ejemplo 2.8.3

En el ejemplo 2.8.2 la matriz A = se puede considerar como el

L.-:'Clwb-“

conjunto de vectores fila: F = {(2, -1, I'J} (3,2, 10,007 2),(=3,5 1} oel
conjunto de vectores columna € = {(2, 3,0,-3),(-1,2,7,5), (0, 1,2, 1}].

De la matriz A se pasa a la B mediante transformaciones elementales, y por
tanto, podemos afirmar que, el ndmero de vectores lincalmente independientes
de I es igual al nimero de vectores linealmente independientes de C, igual al
mimero de escalones de B, igual a dos.

Si la matriz. A es cuadrada, puede obtenerse como matriz escalonada por fi-
las una matriz triangular superior, aungue algin elemento de la diagonal puede
ser cern. Ademds, si todas las filas son linealmente independientes, la diagonal
principal de la escalonada tendrd todos los elementos distintos de cero.

En este iltimo caso, se puede seguir transformando la matriz obtenida has-
ta llegar mediante operaciones elementales en sus filas, a una matriz diagonal y
posteriormente a la matriz unidad 1,

2, 8 3 Teurema

Si el rango de los vectores fila de una matriz cuadrada A es igual al orden de la
matriz, entonces, se puede transformar A en la matriz unidad medlante uperacm—
nes elementales en sus filas
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-

Para demostrar este teorema es suficiente construir el algoritmo que permi-
te el paso de una a otra, de la misma manera que se hizo en el teorema anterior,

Las operaciones elementales que hemos visto, se pueden realizar multipli-
cando la matriz dada por una matriz de una forma determinada, las matrices
que sirven para expresar el cambio se llaman mairices elementales.

T A S T A o L T T e T T Tl
2.8.4. Definicion de matriz elemental

Se llama matriz elemental a la matriz cuadrada que se obtiene de la matriz unidad
al efectuar una sola operacidn elemental en las filas (o columnas)

2.8 5 Tew ‘ema

SiA € Mua ¥ E € Mypo 25 una matriz elemental y T es una operacion elemental

e I —}E
cualquiera = {A T EA

EA € M., s 1a mairiz que se obtiene de A mediante 1n misma operacién
elemental que permite oblener E desde [.

Demostracitn:

Je puede hacer comprobando que es cierta [a afirmacién para cada una de
las operaciones elementales al construir la matriz elemental correspondiente.

Demostrar por casos, serfa equivalente en Informética a la verificacidén de
un programa con condicionantes.
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2 Aplicaciones lineales

1, Supongamos que T es la operacién elemental “intercambio de filas”, y
£ la matriz elemental que se obtiene de [ al intercambiar dos filas, si elegimos
las filas 1 ¥ 2 no restamos generalidad al resultado (podfamos haber elegido
cualquier olro par).

yy g e e 0 1 . 0

A= Fa w Oa | o e

By Td +en By 1] D ans ].
01 0l [ any ay iy a3 O LT
FA = R R || Iy fn gy = ay iy
UI E’I :I' J' T [III:-'! 3 ';Trullul ) ;r;ll v ‘If:lﬂ

que es la matriz que se deduce de A al efectuar en ella la misma operacidn ele-
mental en las filas que habiamos efectuado en E.

2. Supongamos que T es la operacién elemental “multiplicar una fila por
un escalar A", i la fila multiplicada es la dos, por ejemplo, la matriz elemental
E obtenida desde ! es:

10 ..0 10 OV fau aiz .. i ay @z e i
E= 04 .0 i Bl oA Ollay an ... G - Aay Aan .. Ady,
00 1 00 1) Vtuy Opgee Duy Tt By e Oy

3. 8i T representa la operacién elemental sustitnir una fila (elijamos la -

une) por ella misma més una combinacidn lineal de otras (elijamos 4 veces la
dos, por ejemplo), la matriz elemental £ obtenida desde [ al efectuar esa opera-
cidn elemental es

= - T
=
e = =]
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[ T | ayp 3 e iy an + Ady ap+ Aﬂ]g wer B .lﬂ:"
= FA = 01 ..0 gy 31 e | iy (122 P
00 .1 Dy By oo Dy {2 1 2 e ey

o e o Bl e 0 AR

Ejemplo 2.8.4

La matriz unidad { se convierte en la matriz elemental £ mediante la

100 100
siguiente operacion elemental en las ﬁlas:.‘={{} 1 [}} B [D 10|=E.

001 111

Fj_—:fF],+F|+F1

Cada operacién elemental en las filas de [ tiene, por tanto, su matriz ele-
mental correspondiente. En el ejemplo, E es la matriz elemental correspon-
diente a la operacidn elemental *Sustituir la fila tres por la fila tres més la fila
uno mds la fila dos™.

&i se realizan Ias operaciones elementales en las columnas se obticrie un
resultado andlogo, pero el producto es AE en vez de EA.

- Sk SR i s -
et A g PR bt b g 1 T o, o AP ey A 0 A e Y et b My

P RL LRI H SR A e e B S P AR & S
2.8.6. Teorema

51 E & Mo €5 una matriz elemental y £' € M, €8 12 matriz clemental de la ope-
. . =1
racin inversa entonces, ambas son regulares y E' = E
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Ejercicios

Demostracion:

Es evidenle, sdlo hay que observar la forma de los tres tipos de matrices
elementales, cada uno de ellos corresponde a una operacién clemental realiza-
da en las filas de la matriz unidad.

2.8.7. Teorema

e T

A € Mo tiene inversa < rgfd)=n

Demostracidn:

=} 5i A tiene inversa, es equivalente a la matriz unidad del mismo orden;
los vectores fila independientes que hay en / son n (ya que el rango no varia
por la aplicacién de operaciones elementales) = En A también hay n vectores
fila independientes.

«) 51 el rango de A es n = en A hay n filas independientes = A se puede
transformar en la matriz unidad mediante operaciones elementales = A tiene
inversa.

Ademds es muy ficil el cilculo de dicha inversa: Sean E,, E;, ..., £, las ma-
trices elementales correspondientes a cada operacién elemental que llevan a la
matnz Ahasta la unidad 7 = E, ... E; - E, - A =], multiplicando a la derecha por
A ambos lados de la igualdad = E, . E,- E, - =A™

EJEHCICIDS

BT T i
Ejercicio 2.1

Determinese si f: B — R/ M, 22, %3} = () — 263, X0 + x7) €5 una transfor-
macitn lineal.

118

Solucidn:
Conserva la suma: fiT + 7) = fiz) + (7%

(v, 2z, 23) = () — 2, 39 + 6)

oy p) = =2y e+ 1)
(X1 + 1 X+ o, X + ¥3) = 0o 4y — 20— 2ya, Xy + Yo o+ X o ) = (o = xy,
Xy + )+ 00 =2y, v+ 1)

Conserva el producto por un escalar: fA%) = A7)

Ay, 2z, 28) = (A, Loeg, ) — (g — 2, An + L)
(%1 X2, X3) = (= 23, Xz + X3) § A(x; =2x3, X3 + 13} = (Ax; = 240, Axz + Axy)

Por conservar la suma y el producto es una transformacion lineal.
R PR
Ejercicio 2.2

Determinese si f: R — R £ flxy, 22, 1) = (2%, %1 + x3, 0) 5 una aplicacidn
lineal, y si lo es, estiidiense su nicleo y su imagen.

Solucidn:

Es una aplicacidn o transformacidn del espacio vectorial R en si mismo.
Las aplicaciones lineales de un espacio vectorial en si mismo se llaman endo-
morfismos,

Conserva la suma: fiT + 7) = fix) + )

l:':‘:Il .T],,.Yj} g {hh Xy 'f'J:z, ﬂ}
s ya 33) = 2y i + 3, )

) (1 o+ Yi, X2+ Yo, Xa o+ ) = (2 + 2y, 2+ 2+ ¥y + Y, 0) = (2x, 1 + 0, 'DJ' +
+ 2y, 3+ 0)

Conserva el producto por un escalar: f{A%) = (%)
(e, X2, 3} (L, 20+ 25, 0)

—1{2-1'1,1': + X3, G} = {M.r], .l.T| +-'1x1r Gj
'R'{I!l -xir 'x]} = (‘:L[]: "q‘x!r l'xi] - I:lq-xil .J.x| + "i'xﬂv [«}}
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2 Aplicaciones lineales

Observacidn: estas dos condiciones se podian haber comprobado a la vez
utilizando la caracterizacidn de aplicaciones lineales,

# Por conservar la suma y el producto, Ia transformacidn es lineal.

El niacleo Es_f.lf:ﬂ. [y, ':':l = 1{I|,I;r, .x;.j,"(lr...rl + Xy, G:l = (01 {},, ‘]”

2=0
' }ﬂx|=—x1=ﬂ
N+mn=I{Q

Un subespacio vectorial se puede determinar nediante sus ecuaciones car-
tesianas, paramétricas o mediante una base.

: 5 +x=0
¢ Las ecuaciones cartesianas del nicleo son: { ; ; -0
=

= 0
# Las ecuaciones paramétricas del niicleo son: {x-; =0
=4

Ya hemos encontrado unas ecoaciones, determinemos una base:

X 0 0
|={0]=A1{0
Xy A |

# El vector (0, 0, 1) es un sistema generador del niicleo; por ser sélo uno, es
ndependiente = {{0,0, 1)} es una base del niclen.

¢ El nicleo tiene dimension 1 {recordemos que es el nimero de elementos
de sus bases = nimero de parimetros en las ecuaciones paramétricas),

Im(f) = {flxy, 2, 290 = (23, 2y + X, )]

2x 2x 0 2 (
+Xl=lxi+lxm]l=xV1 |+x] 1|
0 i 0 0 [l
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# Los vectores (2, 1, 0) y (0, 1, 0) generan la imagen de f y son linealmente
independientes, por tanto B = {(2, 1, 0), (0, 1, 0)} es una base de Im{/).
+ La dimensidn de la imagen es 2
4 Unas ecuaciones paramétricas de la imagen son;
Xy 2 0
nl=d|l|+ujl |2x=Wn=1+ux=0
Xi 0 0
¢ Las ecuaciones cartesianas de la imagen son: x; =0

Comprobamos que se comple la relacidn entre las dimensiones del nicleo,
de la imagen y del espacio origen R’ : dim{R"}) = dim Nuc(f) + dim Im({f).

i Tt i L T e
Ejercicio 2.3

Sif:R* = R'/A3, 1) =(1,2); f-1,0) = (1, 1) es una aplicacién lineal. Se
pide: a) Determinar la matriz asociada a f tomando la base candnica como base
de %, b) Las ecuaciones de la aplicacién. ¢) La imagen de (2, 4).

Solucion:

a) La base candnica de R® es B = {(1, 0), (0, 1)}, para calcular la matriz
asociada a f hay que caleular {1, 0) y f{0, 1)

1=3x-y
(1, =x3D+y-1,0) = iy = r=0y=-l

Por ser f lineal, se verifica:
f1,0)=£0(3, 1) =1(=1, 0)] = O3, 1) ~1f-1, 0) = 0(1, 2) ~1(1, 1) = (-1, -1)
(0, 1) = x(3, 1) + y(~1, 0) s{?ix_yw x=1y=3
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2 Aplicaciones lineales

Por ser f lineal, se verifica:
0, D =13, D+ 3-LO1=1A3, D+ 3A-1, 0= KL, 2)+ X1, =4, 5

Matriz asociada a f; [_i ; )

b) Ecuaciones de la aplicacién:

Nl An), [y=—=x+4n
Ya =1 5 X2 _}lz=—x|+5.rg
c¢) Laimagen de (2, 4) se puede calcular utilizando la definicién de aplica-
cidn lineal y las imdgenes de los elementos de la base,

(2,4)=2(1, 0) + 4(0, 1).

Por ser f lineal, se verifica:

J2(1, 0) + 4(0, 1)] = 2f(1, 0) + 4f(0, 1) = 2(-1, -1) + 4(4, 5) = (14, 18)
También podiamos haber utilizado las ecuaciones de la aplicacidn:

yi=x+dn _ [yi=-2+44=14
Yo ==X+ 5x; ¥a=-2+54=18

O podiamos haber determinado f{2, 4) a partir de la matriz:
f(2]=(_14 [2): 14
4 -1 5/14 18

T PO O MR TRV
Ejercicio 2.4

Sifi R = RAL0,0)=(0, 1% A0, 1, 0) = (1, 1); 0, 0, 1) = (1, 0) es una
aplicacién lineal. Se pide: a) Determinar la matriz asociada a f tomando las ba-
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ses candnicas de [’ y F%. b) Determinar las ecuaciones de la imagen del subes-
pacio x) + x; —x, =10,

Solucion:

a) Matriz asociada a f:

Es la matriz cuyas columnas son las imagenes de la base dada en B
D11

Hie
(] 1 l])

Xi
Las ecuaciones de la aplicacion son: M) 011 X7
b 1 1:0 ¥,

b) Unas ecuaciones paramétricas del subespacio x, + 33— x; = 0 son:

.I'|_=;'|. X 1 0
Xa=p @ ln|=A10]|+ull
Hn=d+u | 1 1

{(1,0,1),(0, 1, 1)} es una base de x, + x; — x; = 0, por tanto {f{1, 0, 1), A0,
1, 1) es un sistema de generadores de f{x; + x; — x; = 0), (recordemos que las
aplicaciones lineales pueden no conservar la independencia lineal ni la dimen-

sion de los subespacios).
e RO HEAR AR A
1 » 110/, 1 1 yaf A1 10/} 1
Unas ecuaciones paramétricas de fix, + 1 — xy = () son: {*TJ ) =1 ( % ) 4

= f (X, + X3~ 23 = 0) estd generado por (1, 1)
X =24

=
r=24

Unas ecuaciones paramétricas son: x, = Zx;,
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2 Aplicaciones lineales Ejercicios

AL P T DT B R Ta e esdtierlazin e e Lt e |
Ejercicio 2.5 Ejercicio 2.6

1 i . . .
Determinese las condiciones que deben cumplir dos matrices de igual ta- Sea:f' : zﬂ s JR tina aplicacion lineal tal que fx;, 2, 1) = () ~ 21, 2 4 30)s
maiio para que su producto sea una matriz simétrica. : yoeag:R R, ma aplicaci6n lineal tal que g(x), L i e o
+ 3x,). Se pide determinar las ecuaciones de las aplicaciones fo gy g o f, ¥
R comprobar, mediante las matrices asociadas a ambas aplicaciones respecto a
Solucidn: | las bases candnicas, que el producto de matrices no es conmutativo.

Solucion:

Tienen igual tamafio
: S ¥ = m=p=n
Se pueden multiplicar matrices de ordenmxpyp xm

En este caso se pueden realizar fog y g o f;
# La primera condicién es que sean cuadracdas.

v f 2 K v f *
S1C = Apadhion = (25} € Mo, para que el producto sea simétrico debe cum R’ > Bt R * R

plirse ey = ¢ siendo ¢ = EJ aby y o= E] aybh,; para todos los valores de i, |, | gef
fog
¢ Luego la segunda condicién es que se verifique que, la fila i de A por la co-
lumna j de B sea igual a 1a fila j de A por la columna i de B, \ Ecuaciones de g o f:
Cy = anby + aaby + ... + auby = apbu + apby + ..+ @by = ¢ ! S, X, X3) = (6 — X3, 32 + 13} = (3, y)

£, X ) = glyn, yad = On + Yo i — 11, Zyi+3m) =
=X =Xy + X+ Xa, X — 03— (4 x), 200 —x9) + 3xp + ) =
: % ={x) + X, X — X3 — 2y, 2 + I + )

Recordemos la forma de multiplicar matrices:

b Ecuaciones de fo g:
N2

o Py i
Filaide A L.r:,] ‘ i 0 ""'sz . £, ) = (3 + X9, %) — 2, 20+ Fna) = (v, va )

Aglx, x)) =F (1, Y2 y3) = 0=y, Y2 + 1) = (01 + X — (2% + 3xp), Xy — X2 +
+ 2y + 3xp) = (=x) — 2xg, 3y + 2x)

* Es evidente que las aplicaciones g o f: B s R? £ Ry o %
£ ! s g s : i
( b 1* —— R*—— W no pueden coincidir al tener distintos los conjuntos original
Columna j de B & imagen.
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—
Matriz asociada a f@
fq (1,0,0)— (1,0
A '—-(? l_ﬂ), porque < {0, 1,00 = (0, 1)
(0,0, h—=(=1, 1)
Matriz asociada a g:
Falt & e JLO=(,1,2)
= P i, > (1,-1:3)
2 =8
Matriz asociada a g o fi Expresion analitica de g » f
b e ped L 3 D » 11 1=
BA:I_l(Dl |)=]—1—21 =il -1 -2||x
2 2 31 | 2 3 1/\=n
Matriz asociada a fo g: Expresion analitica de fo g
by v s LS {_%=—1—2 o[-l =2}{x i
[] ]. I. 2 3 3 2- ,}'3 3 2 A3

Como ya sabiamos, A B2 8 Aporquefegzgef

[ FATESR N3 Al Il e
Ejercicio 2.7

Consideramos en R’ las bases: B = {(1,2,3),(3,4,0),(1,1,0)] y B" = {(1,
1,0 (0, 1, 1), (1, 0, 1)}. Se pide encontrar las matrices de cambio de- base,
comprobar que son inversas, escribir las ecuaciones del cambio de base, y cal-
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cular las coordenadas de un vector en la base B sabiendo que en B' sus coorde-
nadas son (2, 1, 1),

Solucidn:
+ Coordenadas de B’ respecto a B:

a(l,2,3)+5(3,4,0) + 11, ,0)=(1,1,0) = a=0; fB=0; y=1
all,2, D+ 03,40 + 1L, L0 =(0,1,1) = a=1/3; f=2/3; y=-113
a(l,2,3)+8(3,4,0) + (1, 1,0} =(1,0, 1) = a=1/3; f=-4/%:y =14/3

Por tanto:

(R, B = (R, B

(1, 1,00 = (0,0, 1)

(0,1, 1) = (153, 2/3,-7/%)
(L0, 1) = (1/3, 43, 14/3)

+ Matriz para pasar de las coordenadas de un vector respecto a £' a las coor-
denadas respecto a B:

0 143 13
0 273 43
1-7/3 14/3

Q=

+ Coordenadas de B respecto a 8"

e(l, L0} + A0, 1, )+ #(1,0, 1)=(1,2,3) = a=0; f=2 y=1
a(l,1,0) + A0, L, D+ 11,0, )=(3,4,0) »a=T7/2; f=1/2; y=-1,2
a(l, 1,0) + B0, 1, D+ 11,0, 1)=(1, 1,0) =a=1, =0, y=0

¢+ Matriz para pasar de las coordenadas de un vector respecto a B a las coorde-
nadas respecto a 8"
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0 72 1
=12 12 0
1 =172 0

# Las matrices (0 y P son inversas;

0 13 1810 72 1 1 00
OF={0 208432 12 0|=(0 1 ol|=
1 =743 14/3 1 -1/2 0 ¢ 0 1
0 721000 173 13
1 -120/01 =73 1443

# FEcuaciones del cambio de base:

Las ecuaciones que permiten pasar de las coordenadas de un vector respec-
to a la base B a las coordenadas respecto a la base B son:

e
Xy
X3 | =
X

Las ecuaciones que permiten pasarﬂ las coordenadas de un vector respec-
to & la base f a las coordenadas respecto a la base B' son:

x|
.'l'rz
X3

0 1/3 13
0 2343

& ¥=0F
1 —7/3 1413

X 0 72 11(x
Xa|l=|2 12 0 Xa ﬁiIQII
X5 1 =172 0 Xy

Para calcular las coordenadas de un vector en Ia base B conociéndolas en la
otra, aplicaremos las ecuaciones oportunas, que en este caso son:
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xn)| [0 18 13](2 X 23
=10 2343 l|=1"2|=}{-213
X3 1 <7314/3]11 s 1373

Para cambiar de coordenadas un solo vector no estd justificado el esfuerzo
de calcular las ecuaciones del cambio, Lo harfamos directamente:

all, 2,3+ 803, 4,00+ 11, 1,00 =21, 1,00+ 1{0, 1, 1)+ 1{1,0, 1} = =
=2.fi_’r;ﬁ=+24'3: y=1373

[0 et ] T B B T i
Ejercicio 2.8

0
Dada la matriz A = (1
1

], se pide: a) Encontrar una matriz equiva-

— Pl Lad
L D

lente escalonada por filas. b) Transformar la matriz obtenida en la matriz iden-
tidad mediante operaciones elementales.

Solucidn:

a)
1 31 131 1 31 19 i'% I

A=|1 20— (0 -1 -1|—=lD 1 1 011 |—s |0 11
1-1 3 0_42‘ 14 2 006 ‘ 001
F‘l_:’F!'_FI Fy— —F F3.—7F'_§+4F'; }rj—?l.lfﬁFj
Fy—= Fy=F,
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Ejercicios

b)
131 131 130

011 011 010|__
006 ‘ r)ﬂrTnnl ‘>

F3_>1_||I6F} F|—>F|'-F], F|—)F]—3F2
Fg—}F;—F}

100
R P
001

| R AR S vl W s AT
Ejercicio 2.9

Demuéstrese que cuando se verificaa® + b* + ¢ = 1 con g, b, ¢ € R, todas

a* ab ac
las potencias de la matriz | ab & be | son iguales a ella misma.
ac be ¢
Solucidn:
a ab ac' [a’ ab ac
Queremos probar que | ab b be|=|ab b be |\ ¥neR
ac be ¢ ac be ¢

Las tres etapas del método de induccidn son:

4 Comprobar que es cierto paran= 1.

a' ab ac\ [a* ab ac
Es evidente que [ ab b* be|=|ab b be

ac be ¢! \ac be &
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Suponer que es clerto para n— 1.

g ab act™ |a* abac
ab b be| =|ab B be

1 2
ac be ¢ ac be ¢

L

Comprobar que también es cierto para n.

a ab ad\™a® abac\ (& ab ac| (a* ab ac
ab b® be| lab B be|=|ab b* bellab b be|=

2 2 3
ac be ¢ ac be ¢ ac be ¢ ¢ be o

=|ab+ab’ +abc® b’ +b'+ b a'bo+ be+ bt =

4 252 2 ] 3 k]
a' +a't+a'c  a'b+ab +abe’ ac+abzc+mj)
3 2 3 2 3

\d'c+ab'c+ac® a'be+be+be ac+ bt s o

=lab(@® + b+ B @ +8+ acl@d+ b + | =|ab B be
\ac(@® + b+ beld® + b+ D) Hd + B+ Y ac bc ¢

[d(@+ b+ abld+ b+ acla® + b + c“]] (ul ab ar)

Cuando una matriz A tiene la propiedad A" = A se llama jdempotente

il osiic il bt e
Ejercicio 2.10

Demiiestrese que si A es una matriz que verifica la relacién A* -~ A — ] = 0, en-
tonces existe A~

Solucion:
A —A-I=0==A"-A=A(A-D=A"=A-]

Existe y vale A - [,
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DETERMINANTE DE UNA
MATRIZ CUADRADA

P

lcapiTULO

I e e R e D T T T T
INTRODUCCIO

ok A B N AU B kb ST

Los determinantes aparecen en Matemdticas en relacidn con los problemas
de eliminacidn y resolucidn de sistemas lineales,

En 1693, Leibniz usé un conjunto sistemdtico de indices para designar los
coeficientes de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas. Por
un proceso de eliminacién, obtuvo una expresidn (la resultante del sistema,
que no es mds que el determinante de los coeficientes), cuya anulacién ern
condicidn necesaria y suficiente para gue el sistema tuviera solucidn,

La bisqueda de formulas explicitas de resolucidn de sistemas lineales, ini-
ciada por MacLaurin en 1729 parece ser el origen mis directo de la teoria de
determinantes. Vandermonde, en una Memoria aparecida en 1772, fue el pri-
mero en dar una exposicidn sistemdtica y detallada de la teoria. Demuestra [as
propiedades penerales de los determinantes, como el hecho de que son funcio-

- nes multilineales alternadas de sus filas y de sus columnas, la igualdad de un
determinante ¥ su transpuesto y también la regla para desarrollar un determi-
nante por una fila o columna. Como la mayor parte de los algebristas de la
época. Vandermonde se contenta con verificar las propiedades para valores pe-
quedios de n.

El nombre de determinante se debe a Cauchy, quien también introdujo el
uso de dobles subindices y la disposicidn de los elementos en un cuadrado de
n’ puntos (las lineas verticales fueron introducidas posteriormente por Cay-
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ley). Como en muchos otros temas, es Cauchy quien establece la teorfa gene-
ral, dando demostraciones rigurosas y completas. Establece también la férmula
general que da el producto de dos determinantes como otro determinante asi
como las relaciones entre los determinantes formados con los menores de dis-
tintos drdenes de un determinante dado.

A partir del trabajo de Cauchy, los determinantes van a convertirse en una
herramienta bdsica en todos los problemas de Algebra Lineal, y su estudio fue
objeto preferente de atencién de los matemiticos del siglo x1x.

Cauchy (1789-1879)

CAUEH"I" [1?89-13?9]

AT ki 2

Cauchy nacié el 21 de agosto de 1789 en un Paris convulso por la Eevolu-
cién Francesa y las revueltas populares,

La ejecucidn de rey en 1793 en la guillotina, los cambios impulsados por Ro-
bespierre que también termina en la guillotina y la llegada de Napoleén, propi-
cian una época de organizacién del estado y de estabilidad para los cientificos.

En 1814, Napoledn abdica y se instaura en Francia, de nuevo, la monarguia
en la personade Luis XVIIL Las contrarreformas que inicia el rey, producen
un gran descontento popular, Napoledn se hace con el poder de nuevo. Las mo-
narquias egropeas forman un ejército y derrotan a Napoledn en, Wamluu

En este pt:::i‘udn desarrolla Cauchy su actividad, que a grmdﬂs rasgos es la
siguiente; .

En 13[!5 e.ntrﬁ en la Escuela Politécnica de Paris donde se furmﬁ

Alo Iargu ﬂ:e su vida fue colmrema «con sus ideas ppl[:mns y religiosas, asi,
cuando en 1330 fue requerido para quc jurase 1f.altad al NUEYO. réglmﬂn se negd
a hacerlo y [icrdiﬁ,ﬂcis puestos académicos quie tenfa.. ¥

Su hrlllantclr"'cqmu cientifico no le acompafiaba’ como dl‘.,,'IL.CIIlI: ¥ cuando
daba clases, sus nlumnns se quejaban de que no podian entenderlas, Entre otros
alumnos, luvq al nlﬁlﬁ de Carlos X, pero dadas las limitaciones de uno como
alumno y de u[m comﬂ profesor, el resultado no fue bueno y Chuch}f regreso a
Paris en 1838, \'l:rl‘lFm ] lﬂ Academia pero no ﬂ“la nnaenﬂnza pﬁrquc se negd a
jurar lealtad al ré Imen

Regresd a su pur:asm en la Universidad.en IME 'uandn Lum Felipe fue de-
rrocado, " "*'“. :

Murié: 23de mayo de 135? en Sceau:r. {P'\rl's Fruncm]

Con ?39 trabajos d.lSI.['ll.'r'LIId.DE en 27 volimenes, es urm de los matemadticos
mis prl:lnl[ﬁi;m:.lét de la ]ltbtﬂl‘l‘l

%{jes ECUACIONes, Halucuin der ecuauﬂnm dlfcrancmlﬂ:: cred la te-
e qi_:mnes analiticas, desarrolld la [eoria de! dettnmnamc.s
{iGiracias a'él) elandlisis infinitesimal adquiere bases solidas, adoptando mé-
todos rigurosos que el mismo describe:

“He tratado de dar a los métodos todo el rigor que se exige en geometria,

sin acudir jamds a los argumentos tomados de la generalidad del dlgebra. ..
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2 Determinante de una matriz cuadrada

3.1. Determinante de una matriz cuadrada
e T T e A e T L e R D e e T e s

Hasta aqui hernos estado trabajando con vectores y matrices, y las herra-
mientas de que hemos dispuesto para su estudio han sido poco eficientes, En
este capitulo vamos a utilizar los determinantes como herramienta que facilita
muchas de las tareas cuyo estudio hasta shora ha sido poceo dgil, como la de-
pendencia e independencia lineal, el rango de una matriz, el cdlculo de la ma-
triz inversa, etc. ’

Yamos a estudiar el determinante de la maniz asociada a un endomorfis-
mo, por ello, es conveniente repasar con detenimiento [2.6] antes de seguir
adelante.

Dos conjuntos formados por los mismos elementos, pero ordenado de for-
ma diferente, decimos que son dos pennulaciones o sustituciones diferentes
del mismo conjunto.

e e e T e R R e e e
3.1.1. Definicion de permutacion

’70’ es una permutacidn de S = {1, 2, ..., n} = oesuna aplicacitn hi.}'uuti\ra de 5 —5

La imagen de cada elemento { € 5 es o(f) € 5.

al)H2) ... oln

I i e B
Es frecuente expresar la permutacién de la siguiente manera:| 4 1 .. 4 |,
)

o simplemente (m! 1) 521 1. U‘E‘i:*] )

Doz elementos estin en jnversion cuando el orden en que figuran es distin-
to del de la permutacion principal (1, 2, ..., 1)

Una permutacidn se llama par si tiene un ndmero par de inversiones, e im-
par si tiene un nimero impar de inversiones.

A las permutaciones pares se les asigna el signo +, ¥ a las permutaciones
impares se les asigna el signo -,
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[T it A L R R
Ejemplo 3.1.1

Si o es una permutacion de § = |1, 2, 3}, en el grifico siguiente se detallan
todas las permutaciones posibles, asi, como, el ndmero de inversiones, el tipo
de permutacidn y el signo.

Original —2— Imagen — N de inversiones — Tipo de permutacion Signo

1,2,3 =% 1,2,3 0 Par e

1,23 =24 112 1 Impar =

1,2,3 == 2.1.3 ] Impar -
Lo

1,2,3 = 2,3.1 2 Par +
L

1,2, 42 31,2 2 Par +
£

1,2, 4 32,1 3 Impar -

El nimero de permutaciones que se puede hacer con un conjunto de 3 ¢le-
mentos es 3! =3.2.1.

Si el conjunto § tiene 1 elementos, el nimero de permutaciones es n! =
=n(n=1)... 3.2.1.

Recibe el nombre de determinante la aplicacidn que asigna a cada malriz el
escalar obtenido de la forma siguiente:

- Laimagen de una matriz cuadrada A = (a,) € M. €5 el escalar obtenido al
sumar algebraicamente n! sumandos, tales que:

Cada sumando es el producto de n factores.

Cada factor es un elemento de la matriz perteneciente a una fila distinta del
conjunto {1, 2, ..., n}, (colocadas en el orden natural), v a una columna distinta
perteneciente al conjunto {a(1), o{2}, ..., ofn) }.

Cada sumando estard afectado del signo + o —, segln que la permutacion
de las columnas o(1), o{2), ..., o(n), sea par o impar,
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3 Determinante de una matriz cuadrada

La aplicacidn definida da lugar a la siguiente definicidn:

b M e P e Ty L el A A L 3 s ARV A et S e s Lo

3.1.2. Definicion de determinante de una matriz

Determinante de una matriz A es la aplicacidn:

et
Mg ——

A= (a-u-}L} det(A) = |A| = Z(signo TVt 1 103y v Pt

Con el fin de aclarar los pasos dados, vamos a analizar detenidamente el
‘ | proceso para una matriz de orden 2,

det
M!ﬂ""’ﬂ-""}nl
_fdn det ) _ @ an
A-(ﬂil ﬂ!!] lAl = 1 dn

Como n = 2, el mimero de sumandos es: 2! =2.1=2.

ety Y dyaily

Cada sumando debe tener 2 factores:

andz tiene ayy ¥ da; apan tiene ays ¥ ay.

En el sumando ay,a;5, el factor ay, es de 1a fila 1, columna 1; el factor ax es
de lIa fila 2 columna 2.

En el sumando ay;ay,, el factor ay es de 1a fila 1, columna 2; el factor @ es
de la fila 2 columna 1,
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El sumando ayaz; lleva signo mds porque una vez colocados sus factores
de modo que las filas estén en el orden natural (1, 2, la permutacidn que repre-
senta las columnas (1, 2) no presentan ninguna inversion,

El sumando ay2ay, leva signo menos porgue una vez colocados sus facto-
res de modo que las filas estén en el orden natural (1, 2), la permutacidn que
representa las columnas (2, 1) presenta un nimero impar de inversiones (1).

En los drdenes pequefios estamos acostumbrados a utilizar la definicidn
dada, aunque en general, no decimos que es 1a definicidn, sino que utilizamos
la “Regla de Sarrus”.

Mg,dd—ti:l 2

_[@n dn dat @ |
_[ﬂil aw| Al = sy Ow | G = G202
dy) gy dp i ) @z da
A= | ay an an | —— Al =|ay ag an | =
ay dn dn dy i du

= dppfydyy = dylndyy — Syl dy + dydndy) + dpdydhy — a3y,

El determinante de orden 4 tiene 4! = 24 sumandos, el de orden 5 tiene 5! =
= 120 sumandos, y para mairices de drdenes superiores, el nimero de suman-
dos n! es muy elevado, de modo que, aungue la definicién indica un algoritmo
de ficil programacion para resolver en ordenador, cuando n sea grande se ne-
cesita un ordenador muy potente y mucho tiempo, Por ello, es conveniente re-
currir a otros procedimientos de cdleulo derivados de las propiedades de los
determinantes,

La forma de algunas matrices permite el cdlenlo sencillo de sus determi-
nantes mediante la utilizacidn directa de la definicidn.

£y g e b P ——————
s sk el i e e 345 T b b S P U e S B TPl N

3.1.3. Consecuencias

1. EI determinante de una matriz triongular es el producto de los ele-
mentos de la diagonal principal.
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Al utilizar la definicidn encontramos que el dnico sumando que no contie-
ne un factor cero es el producto de los elementos de la diagonal.

Uy Q7 e g
0 ay .. ay|=audn.. Q.

2. El determinanie de una mairiz dingonal ex el producto de los elemen-
tos de la diagonal principal.

Sale como consecuencia de lo anterior,

3. El deferminante de la matriz unidad es 1;: |1 = 1.

La matriz [ es un caso particular de las matrices diagonales,

Sabemos que cada matriz corresponde a un endomorfismo. 5i A = (ay) esla

matriz asociada al endomorfismo [ V — V, llamaremos determinante del en-
dormorfismo al determinante de la matriz asociada A

R T T e B T L e R R T T s e B T Lt ]
3.1.4. Definicion de determinante de un
endomorfismo

Determinante de un ::n:].[:-mnrflumuf v i V &|fl = 1A, siendo A la matriz. aso-
ciada a ff ; :

También vimos en [2.3] que 51 f: V' — V, la malriz asociada A tiene n co-
lumnas, cada columna es la imagen de un vector de una base de V, expresada
en la misma u otra base de V, y por tanto, cada columna tendrd n coordenadas,
que dan lugar a n filas.

Se llama delenminante de un conjunto de n vectores de n coordenadas cada
uno al determinante de la matriz que forman.
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3 1 5 Deﬁmcmn de detenmnanm de un conjunto
de vectores de "

Determinante de {%, &, ..., %} = |41, siendo A la matriz cuyas columnas son 3,
EZ! wary 'Eﬂ'

E]ﬂmp!u 3.1. 2

En el gjemplo 2.6.1, habiamos definido el enfomorfismo de B, f: R* - R?
{ Az, %2) = (2x), 0), calculado la matriz A asociada a f respecto a la base cand-
nica de B, cuyas columnas son las imdgenes de la base candnica {(1, ), (0,
DLAD 1) =02, 0y A1, 0 ={0,0).

El determinante de f, el determinante de A y el determinante de los vectores

columna tienen la misma expresion: |f] = 4] = |% g =10,

B ococeseed



3 Determinante de una matriz cuadrada

3.2. Calculo de determinantes

Hemos visto que la definicién de determinante de una matriz hace muy lar-
go su cilculo si la matiz es de un orden elevado, vamos a dedicar esta seccién
¥ la siguiente al estudio de las propiedades que permiten desarrollar procedi-
mientos eficientes, tanto para el cdleulo manual, como para su incorporacidn a
programas de ordenador.

Cuando elegimos los elementos gue forman la interseccidn de algunas filas
y algunas columnas de una matriz, sin variar la disposicidn en que estaban, he-
mos formado una submalriz de la matriz dada.

Si la submatriz es cuadrada, se puede calcular su determinante, y ese deter-
minante se llama menor,

T e e e T
3.2.1. Definicion de menor

Menor de una malriz A € M., es el determinanie de cualquier submatriz cuadrada
suya . : : i

3.2.2. Definicion de menor complementario

Menor complementario de la submatriz B de una matriz A € My es el determi-
nante de la submatriz cuadrada de A que resulta de eliminar en A las filas y co-
lumnas a las que pertenece B. Se designa por ap. :

T4

3.2. Calculo de determinantes

ik

e,

17 g A e 4D

3.2.3. Definicion de adjunto

Adjunto o cofactor de la submatriz B de una matriz A € M., es el menor de B alec-
tado del signo correspondiente, se designa por Ay ¥ su valor es: Ap = (=17 " ¥ .

‘En la definicitn anterior 2 es la suma de los subindices que indican las fi-
las, 2,j la suma de los indices que indican las columnas, que contiene la sub-
matriz B en la matriz A & M.

Cuando la submatriz B elegida estd formada por un solo elemento, estamos

ante un caso particular de los conceptos anteriores, y las definiciones de me-
nor, menor complementario y adjunto no varfan,

Ejemplo3.21

2-1313
Sea ln matriz 4 = i _% 2 ; € Mgy, la submatriz B = (i %) estd forma-
141500

da por los elementos que estéin en negrita y cursiva, es la interseccion de las fi-
las 2y 3 v las columnas 1y 4 de A.

El menor correspondiente es: [ 5| =| } ;‘ =1,

Bl menor complementario de B es: ap =

-13 \ =i,
11
El adjunto de B es: Ay = (-1 gy = 1) (4) = 4.
Si elegimos como submatriz el elemento ay, = 1 € A, el menor es el mis-

-1 33
mo elemento, el menor complementarioay = | 2 4 2| =2, yel adjunto Ay =
1 1

l
= (1) @ =-2.

|
|
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3.2. Calculo de determinantes

Nuestro propésito es reducir el cdleulo de un determinante al cdleulo de de-
terminantes de orden inferior al dado; vamos a demostrar que esto es posible,

Antes de hacer la demostracién recordemos que la expresion que define un
determinante se puede escribir de mds de una manera, asi, un determinante de
orden tres admite las sipuientes expresiones:

ay iz 43
|A| = a3 an an|=ananan - aydndy; — 830y 0y +40nd8y + dodudy—
3 dy da

— aptiniy = dyl@nin — apan) —aplanan — apdy) + dplendn — apdy) =
= aydy — dplyz + a3 = agdy + apdp +apdn.

Observemos que hemos sacado factor comiin los elementos de la primera
fila, y lo que queda dentro de cada paréntesis es el menor complementario del
factor comiin; el menor complementario afectado del signe correspondiente es
el adjunto de dicho factor comtin. Por tanto, hemos reducido el cdleulo de un
determinante de orden tres al célculo de determinantes de orden dos.

No ofrece ninguna dificultad de concepto, aunque si de notacién, reprodu-
cir para el determinante de orden n el proceso seguido en el caso de orden tres,

3.2.4. Teorema

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los clemen-
tos de una fila por sus adjuntos correspondientes

Demostracion:

dy i . iy
Sid= 4.;:-..| an 1;,; , la definicidn de determinante dada en [3.1.2]

aul ur oon Qyn
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nos dice que |A| tiene n! sumandos, cada sumando es el producto de 71 facto-
res, cada factor es un elemento de la matriz perteneciente a una fila distinta; 1,
2, ..., n, ¥y a una columna distinta i 1), o(2), ..., aln).

31 nos fijamos en la primera fila (ay, ai, ..., a,,) de la matriz, podernos sa-
car factor comin ay; en los # - | sumandos que contienen a,; en el desarrollo
del determinante. El factor que multiplica a a;), tendrd r—1 sumandos, cada su-
mando tendrd n - 1 factores, y cada factor serd de las filas 2, 3, ..., n, ¥ de las
columnas 2, 3, ..., n, ya que en el desarrollo del determinante primitivo de or-
den n los factores de cada sumando son de fila y columna distinta, v al quitar el
@y, los que le multiplican son de las restantes filas ¥ columnas, Dicho factor
es, por lanto, el determinante que resulta de eliminar la primera fila y la prime-
ra columna. Es el menor complementario de a, : a;.

Aplicando la definicidn de adjunto del menor a,), vemos que el menor
complementario coincide con su adjunto, porque A, = (1) @, = a,,.

Repitiendo el proceso con los sumandos que contienen ays, el factor que le
multiplica tiene n — 1 sumandos, cada sumando n — | factores, y cada factor es
de las filas 2, 3, ..., n, y de las columnas 1, 3, ..., n. Es decir, s —a); porque es
el desarrollo del menor complementario de a,;, pero todos los sumandos tienen
el signo cambiado, Hemos obtenido, en definitiva el adjunto A3 = —a,5.

Operando de manera andloga con a3, luego con ay, etc., hasta a,,, se ticne
el desarrollo del determinante por los elementos de la primera fila;

1A =ay Ay + apd )z + ..+ 3,40,

La eleceidn de la primera fila no ha restado generalidad al procedimiento,
si hubiéramos elegido cualguier otra fila, el resultado seria el mismo, tal corao
hemos expresado de forma general en el enunciado del teorema.

Podiamos haber optado por seguir ¢l proceso anlerior con los elementos de
cualquier columna, habriamos obtenido un resultado andlogo, pero sustituyen-
do la palabra fila por la palabra columna. El teorema dirfa que el desarrollo del
determinante por los elementos de la columna i es:

|Al = apdn + apdig + o+ apds,

Una generalizacidn de este teorema permite desarrollar el determinante por
los elementos de varias filas, Esta forma de cilculo de determinantes se Hama
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3 Determinante de una matriz cuadrada

regla de Laplace, aunque no vamos a hacer su demostracidn, si vamos a enun-
ciarla dada su utilidad,

AL e ) L N 2 o RSO e ety T RA R ]
3.2.5. Regla de Laplace

El determinante de una matriz cuadrada de orden « es igual a la suma de todos los
productos posibles de los menores de orden p,(con p < 1) que se pueden formar
con p filas (o columnas), por sus adjuntos correspondientes.

ot e o ik
Ejemplo 3.2.2
21 380
Caleidlese [Al = ]1 % 3 é mediante la regla de Laplace por los ad-
1 3 =10

Juntos de la segunda v tercera fila.

Solucion;

Hay seis menores de orden 2 de la segunda y tercera fila:

1 2k 1 4| ) i el
|'fl.|—\1 1\—-—]1 f:'ix—-‘] n ‘—-‘1, -I'_I'l-j—‘l -2‘—]3
.l"'l.|“‘2 4‘2—‘1; ﬂj;\z L i—:!; .ﬁﬁ,:‘d l\=3,

1 0 L 2 0 2
Sus menores complementarios son:

- <L 0l il By
o = ‘_1 0 ‘ =} [#23 10 ‘ D, e} ‘3 —-l‘ ]ﬂ,
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3.2. Caleulo de determinantes

g il R T 1
o e et i

Los adjuntos correspondientes son:

A= g =GP =P =0 A= 1P g =0
A] = {__1]!+1-+I+d iy = —1‘]: Ad = {_1}2+3+1+_L o= 0

L]

A= (1) gg=5; Ag= (17" =5
Aplicando la Regla de Laplace se obtiene el valor del determinante:

fi
Al =2 AAi=-1-0+(4) -0+ 1 (-10)+ (4)-04+3-5+8-5=45.
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3 Determinante de una matriz cuadrada

3.3. Propiedades de ios determinantes

3 3 Propiedades de los determinantes

O PR et B e H s P L S B N St el R W e |

El teorema [3.2.4], ademds de permitir una forma de cdleulo de un determi-
nante reduciéndolo a suma algebraica de otros de orden wna unidad menor,
permite probar algunas de las propiedades de los determinantes.

Es muy frecuente que en la vida cotidiana saquemos conclusiones de he-
chos aislados sin suficiente fundamento Idgico. Por ejemplo, “como la termi-
nacidn 3 se ha repetido varios afios seguidos en los sorteos de 1a loteria, induci-
mos que [a terminacion 5 traerd suerte en el sorteo siguiente”. Es evidente que
la conclusidn es falsa.

El hecho de que una situacién se repita, no nos permite asegurar que va a
ser cierta siempre. Por ello, no es suficiente dar ejemplos para demostrar un
hecho, hace falta una demostracidn. El método inductivo bien utilizado permi-
te asegurar que las conclusiones obtenidas son ciertas, y con su uso se articulan
demostraciones vilidas,

La aplicacidn del método de induccion consiste en seguir los siguientes pa-
508!

¢ Comprobar que una proposicidn es cierla una vez (la primera),
¢ Comprobar que si es cierta una vez (la vez n-1), lo es la vez siguienie
(la vez n).

Asl, como es cierta la vez uno, lo es Ia dos, como es cierta Ia dos lo es la
fres...

En algunas demostraciones posteriores, utilizaremos este método, que tam-
hién serd ampliamente utilizado en programacidn para demostrar la correccidn
formal de ciertos tipos de algoritmos (algoritmos recursivos no finales), donde
se cuenta con un pardmetro de entrada sobre el que se establece un subproble-
ma, de tamafio menor que el problema. En funcidn de su solucidn se puede re-
solver el problema original,

P LI
'l'};w'a\ I—&"{.

msl’l 5 ﬂr 3

\:’ D _ m"A

e T T e T e R T e T R g i S e S

3.3. 1. Propiedades de los determinantes

1. El determinante de una matriz cuadrada coincide con el de su frans-
puesta

Demostracion:
Sea n el orden de la matriz A,

l. Sin=16n=2lapropiedad es cierta, como puede comprobarse ficil-
mente utilizando la definicidn.

2. Suponiendo que la propiedad es cierta para matrices de orden n—1, va-
mos a demostrar que es cierta para las de orden n,

En efecto, es desarrollo de |A| por los menores de la primera fila es:
Al = audy + apAi + ... + apd,,

Sea B la matriz transpuestade A & B =A' & Cada b = a,.
Desarrollando [ B[ por los elementos de la primera columna;

|B| - b“B“ + bzi-“ﬂ b i o b#IBni
donde Bj; es el adjunto del elemento by,

Observemos que la matriz de orden n—1 que resulta al eliminar en la matiz
B lafila i y la columna j es la transpuesta de la que resulta al eliminar la fila Iy
la columpa ¢ en la matriz A,

For lo tanto, utilizando la hipétesis de que en las matrices de orden n—1 (ue
son lranspuestas sus determinantes coinciden, cada adjunto 8;, del desarrollo
de |B1, es igual al correspondiente A; del desarrollo de 14| en nuestro caso,

Como consecuencia: |A| = [A4'].

Hemos demostrado que |a propiedad es cierta para los determinantes de or-
den n, esta propiedad supone que todas las caracleristicas que un determinante
tenga para las filas, encuentra su andlogo para las columnas.
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2, Si en una matriz A se permutan dos filas entre si, el determinante de
In matriz B que resulta es el determinante de A cambiado de signo

Demostracion:

Haremos la demostracion por inducecidn.

El resultado es cierto para matrices de orden 2 como puede comprobarse
utilizando la definicion de determinante.

Suponiendo que es cierto para matrices de orden n-1, comprobemos que
también lo es para las de orden n.

5i A es una matriz de orden a, y 8 la matriz que resulta de intercambiar las
filas i y j de A, gueremos demostrar que |B| =—[Al.

Sea la fila k otra fila distinta a las anteriores (k # i & # j). Si desarrollamos
ambos determinantes por los elementos de la fila k, obtenemos:

lA = apdy + gl + ...+ S |B| = b8y + buallg + ... + buBu.

Los elementos By, v Aw para b = 1, ..., n, de cada par de adjuntos son de
una matriz de orden n—1, en los que estin intercambiados la fila i con la fila j, y
por la hipétesis de induccidn damos por cierto que By, = —Ag.

Por tanto, es |B|= = budy = bode — ... — b i, = Bl ==]Al.
A, 8i una matriz tiene dos filas iguales, su determinante es cero,
Esta propicdad es consecuencia inmediata de la anterior,

Demostracion:

Sea A una matriz con dos filas iguales,

Intercambiando entre si esas dos filas, la matriz B que resulta es la misma
= |B] = |Al

Por otra parte, |B = ~|A|porque la matriz B se ha obtenido al intercambiar
dos filas en la matriz A.

La tinica posibilidad que existe para que un valor real sea igual a su opues-
to, es que este valor sea {l,

3.3. Propiedades de los determinantes

Al = 181
= Al =8| =0
Al ==|B|

4. Sien una matriz se multiplican todos los elementos de una fila por un
mismo escalar A, el determinante de la matriz resullante queda rulii-
plicado por A.

Demostracion:

Sea A una matriz de orden n y sea B la matriz que resulta de multiplicar en
A cada elemento de la fila { por el escalar 4.

Desarrollando 1B por los elementos de esta fila i, es: [B = byBy + bplls +
+ ...+ by B, en la fila §, cada elemento by = day, y cada adjunto By = A, ya que las
matrices A y B difieren s6lo en la fila i, y los adjuntos anteriores no conticnen
elementos de ella.

Se verifica, por tanto:

1Bl = b”B" + br‘bHﬂ + e bju-B"q = J1-ﬂj|.|".|.,:! + lunﬂ‘:,; + ...+ L’]“Ar.' =
= Aanda + apia + ... + apdu) = 11A]

5. Sien una matriz A, se sustituye una fila por ella misma mds el resul-
tado de multiplicar ofra fila distinta por el escalar L, el determiriante

de la matriz resuliante no varfa.

Demaostracion:

Sustituyendo en la matriz A la fila { por ella mis La filaj (j # ) multiplicada
por 4, s¢ abtiene la matriz B donde cada elemento de la fila i es b, = a;, + Ay
conr=1,..,m

Para calcular |B | por los elementos de la fila i, se efectia:
| B = (ay + Aay )5, + (ag + AapdBa + .+ (0 + ag) By,

Como cada adjunto By = Ag, porque las matrices A y B coinciden exceplo
en la fila i, podemos escribir:
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3.3. Propiedades de los determinantes

|B |= [arl + -la_l:r}!"!.ﬂ + -rﬂﬂ + Aﬂﬂ}ﬂﬂ SO 2 fﬂ'm + JL{I}._JA,'M =
= fapdn + agdn + .. + aula) + Magdp +apda + . + ady) = 1A+ 11C)
donde C es una matriz que tiene iguales la fila { y la fila §, cuyo determinante
ha sido desarrollado por los elementos de la fila §.

Portanto ICl =0 = |B| = |Al.

oer
6. 85i en una mairiz hay wna fila combinacidn lineal de otras filas, su
deferminanie s cero.

Para demostrar esta propiedad vamos a utilizar las dos anteriores.

Sea A una matriz, tal que, su fila i es combinacién lineal de otras filas. Al
desarrollar |A| por los elementos de la fila i, obtendremos una suma algebrai-
ca de determinantes, en cada uno de ellos podemos sacar una constante fuera
(propiedad 4), todas las matrices de los determinantes obtenidos tienen dos fi-
las iguales, y su valor es 0,

i J": (St A y B son dos matrices cuadradas de orden n, se verifica:
|AB| = |Al - |B]

Demostracion:

Sean A = (ay) y B = (by) dos matrices cuadradas de orden n, construyamos
la matriz O sipuiente

b|| bu i bm 0 0 .. 0
by by oo By 00 LD
b 00 ;0

2 Bigha by 00 &0 | LB
“1-1 0 .. 0 ay 2 «e iy | 11
0-=-1.. 20 iy dz ... iz, iz

C es una matriz cuadrada de orden 2n distribuida en cuatro submatrices se-
ziin indica el grifico.

Transformamos C mediante las siguientes sustituciones elementales de filas
sin que se altere el valor de su determinante; Hamaremos D a la matriz obtenida,
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Fyv = Fi+byFon + bpFoa+ ..+ by, = Lag primeras # posiciones de la
primera fila quedan ocupadas por ceros, y las n restantes por los elementos de
la primera fila de la matriz producto BA.

Fi = Fy+ by \Fouy + baFouss #+ . # By Fa, = Las primeras n posiciones de la
segunda fila quedan ocupadas por ceros, y las n restantes por los elementos de

* la segunda fila de la matriz BA,

Fo= Fy+ buFon + bopFa + .+ by Fa, = Las primeras 7 posiciones de la
fila n quedan ocupadas por ceros, y las n restantes por los elementos de la fila n
de la matriz BA,

El resultado es la matriz D

o

D=} -]

o .. -1

Cédleulode |C):

Tomamos la submatriz £ de C, y utilizamos la regla de Laplace, el dnico
menor distinto de cero en las n primeras filas y en las n primeras columnas de
Ces |B]. Sumenor complementario es ey = 141, y su adjunto Cy:

cﬂ = {_1}ﬁ+2j |A| = {_ljtl+2+...-r||:|1l;l+'h...4n:||A|, ot ““
For tanto: |C| = |B| - |A|
Céleulo de |D]:

Tomamos la submatriz BA de D, y utilizamos la regla de Laplace, el inico
menor distinto de cero en las n primeras filas y en las n Gltimas columnas de [
=l 0
o {={=1), cuyo adjun-

es |BAl. Su menor complementario es @y, =

to vale:

'D.I'M = {_1:]1'4'_,_},'_,1 o f—i :ﬁl&'!t..-ru]n:[m PiH—t2m) (_1)." = ("-1}3” T
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3 Determinante de una matriz cuadrada

{Obsérvese que el exponente 1+2+,. +n+(n+1)4...+2n es la suma de térmi-

1+2n
nos de una progresidén aritmética cuyo valor es § = = nyS+n=

=(1 4 2n)n + n= 20" + 2n es un nimero par).
Por tanto, D] = |BAI.

Como sabemos que |C| = | DI, podemos asegurar que 1BA| = |B|.1Al,
yaque |Cl=I|B|]Al y ID] = |ABI.

Ohbsérvese que si bien el producto de matrices no es conmutativo, i lo es el
producto de escalares, y los determinantes lo son; por tanto podemos decir que
IAB| =|Al-|B| aungue hayamos hecho los cdlculos para [BA| = |B].|AL

Las propiedades de los determinantes permiten establecer procedimientos
para abreviar su cdleulo,

Siempre es posible la transformacidn de la matriz dada en una matriz trian-
gular mediante operaciones elementales en la misma como vimos en [2.8],
aplicar el efecto de estas transformaciones al determinanie y proceder al cdleu-
lo del determinante de una matriz triangular,

P AR ek e il e

Ejempio 3.3.1

0

Dada la matriz A = , & pide caleular su determinante a través de

21
01
20

una matriz escalonada equivalente.

-1
3
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3.3. Propiedades de los determinantes

Paso de A a la escalonada equivalente

Efecto de las ransformaciones
en su determinante

VLF|—’F|

0 -1
2 1
20

1 Fy= Fy-13F,

)

wLF;"—} lﬂFg

0 -1
1 12
2 3

LR, = r,—2F,

———
bl 0 =
S S ]

— —
=N =1 =R=

0 =1}
1 12
0 2

| —
L =R =N

021
-1 0 1
320

Cambio el determinante de signo. (Prop. 2)

Ll O e
o= o -

1
1
0

Multiplica el determinante por (—1). (Prop. 4)

1
o
3

S I o =

=1
1
0

MNinguno. (Prop. 5)

[= N =R
| o e
[P

Multiplica el determinante por 1/2. (Prop. 4)

00 -
=]
|

w3

Bl =

Ninguno. (Prop. 5)

0 -1
1172
0 2

==
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3 Determinante de una matriz cuadrada

Observaciones:

La matriz escalonada ha sido obtenida mediante el algoritmo esbozado en
{2.8].
Cuando decimos que multiplicamos el determinante por 12, estamos di-

ciendo que el determinante de la nueva matriz es 1/2 del de la matriz A, por

tanto, |A| es dos veces el determinante de la matriz transformada.

Lo mismo ocurre en los dos cambios de signo de las primeras transforma-
ciones,

La matriz obtenida es triangular y su determinante vale el producto de los
elementos de la diagonal principal 2.8/,

1 0 - 021 1 0 -1
0 112 |=2=I1Al=|-1 0 1|=2|0 112 |=22=4,
o o0 2 3 2.0 00 2
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3.4. Calculo de la matriz inversa

3.4. Calculo de la matriz inversa

T T T A e e L T A I e e

En ¢l capitulo 2 estudiamos las operaciones en el conjunto de matrices cua-
dradas, y dijimos que en dicho conjunto existe elemento identidad [, que es la
unidad para la multiplicacidn, pero que no siempre existe el elemento inverso
de una matnz dada 4.

Si existe 1a matriz inversa de A es la matriz A™' que verifica: A" =A™ A =1

S o b e s S L T o R L ¢ T L et B |
3.4.1. Definicion

-ﬂ“t_es la matriz. inversade A & AA = A"A=]

Las matrices que tienen elemento inverso se llaman inversibles o regularas

B T T e s T P B e
3.4.2. Definicion

A € M, s una matriz regular + Existe su inversa A~ & M.

Las matrices que no tienen inversa se Haman matrices singulares

b e T e L A L e R St Lo R
3.4.3. Definicion

A € My, es una matriz singular + No tiene inversa
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3 Determinante de una matriz cuadrada S

f 4

Las matrices inversibles verifican las mismas propiedades que los elemen- (/

tos de un anillo que tienen inverso y esto nos permite enunciar las consecuen-
cias siguientes,

B R L T B e e T T T S T P e e T
3.4.4. Consecuencias

I. Si una matriz A es regular, su inversa A™ también lo es, y verifica
(A" =A.
Dremostracidn:
Es consecuencia directa de la definicidn,

2. SiA es una matriz cuadrada con inversa A™, ésta es la tinica.

Demostracidn:

Si existieran dos matrices C ¥ D inversas ambas de A, utilizando la asocia-
tividad del producto de matrices, podriamos escribir C(AD) = (CA)D.,

Porser D inversade Aes AD = [ CADY=Ci=C
= ﬁC =D.
Porser Cinversade Aes CA=1 (CAD=[D=D

3. 5i Ay B son matrices regulares, también lo son sus productos AR y
BA; y se verifica (A-B)" =B'A™.

Demostracion;

51 utilizamos la ley asociativa del producto de matrices podemos escribir
las sipuientes cadenas de igualdades:

(ABYB' Ay = ABB WA = (ADA" = AA =]
ﬂ{AB}—I =plg
(B'ANABY=B"(A"A)B=(B'NB=B"B=I

160

3.4. Calculo de la matriz inversa

El edleulo de la inversa de una matriz cuadrada se puede hacer utilizando
distintos métodos, haremos un ejemplo o daremos sélo una indicacion de cada
procedimiento, excepto del dltimo que es el mads dtil y generalizado.

+ Ltilizando la definicidn.

Determinese la matriz inversa de ] — A en funcién de las potencias de A4, sa-
biendo que A es una matriz regular, tal que, A’ = 0.

Solucion:

(=AY (- AYI =AY = (T — AP

(I-AY =T-3A+34°-A*=]-34 + 3A°

(=34 + 347 (I - A)" = (T — AP

[=3A0 - AN U -AY" =11 = A" BA(T - AMT—AY" = (I - A)
J-A)'=(-AV+3A=1 24+ A% +34 =A"+ A +1

¢ Resolviendo un sistema de ecuaciones lineales.

S5iA" = (x;) € My, inversade A = () € My &5 Ta matriz a hallar, debe ve-
rificarse A4 =]

@z o B} [ X0 Xpz e X 1 0.0
@y Ty e i || X X X |= {001 L D
[T o R | Xt Xn2 oor X 0Dd..1

5i realizamos el producto de las dos matrices e igualamos los valores de

los elementos que ocupan la misma posicidn en ambos miembros, obtenemos
un sistema lineal de n” ecuaciones lineales con n® incégnitas, que es laborioso
de resolver, aunque no tiene ninguna dificultad técnica,
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B LA A B e A k|

Ejemplo 3.4.2
2

Determinese la inversa de A = (é 3], utilizando un sistema de ecuaciones,

T+ =1 x =1
1 2 X Xz 1 0 = 3x =0 i =0
03 )| X xn 01 X+ 26 =0 X2 =~2/3
3)4:;-; =1 Xn = 13

Para comprobarlo basta hacer los siguientes productos:

RGN

!: + EM&dianT.e transformaciones elementales.

! Es Mn?u.lmicme repasar [2.8] antes de hacer el ejemplo siguiente, porque
(I vamos a utilizar los resultados que obtuvimos alli.
Si A tiene inversa, mediante transformaciones elementales de filas en A se ob-
tiene la matriz unidad {, i aplicamos esas mismas transformaciones en [, se obtie-
ne una matriz M, de manera que M - A = [, es decir M = A™' (teorema [2.8.5]).

Pl i =]
Ejemplo 3.4.3

1 0 2
Se desencaluu[arlainvcmaded=(2 -1 3) utilizando  operaciones
1 1 1
elementales.
Solucion;
1021100 102|100 102100
(AlN=12-13 | 01 0/=[0-1-1 [-21 0|0 1-1 |[-10 1]|=
| ) e 001 0 1-1]-101 0-1-1]-210
F:—'}F;".ZF; F:HF; FJ“F)F;"‘FJ

Fj_}Fj“-Ff
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3.4. Calculo de la matriz inversa

i _ . ) 3

10 2] 100\ (102|100 0 L A s
={01-1(-101]=01-1]-1 O 1 |=010 (12-1/2 132
002|311 00 1]32-112-172 001 [32-1/2-1/2
Fy==1/2F, Fy—= F,=2F;
F]—?F;|+F_r
-2 1 1
La matriz inversaes A™' =| 1/2 =1/2  1/2 |; para comprobarlo hay que ver:
i =12 -12

1 0 24yf2 1 1 =2 1 1 1 02 .00
2-13|(12-12 12)={1f2-172 12|21 3|={0 1 O} =!
1 1 1/\32-112-112 32-12-1/2 11 11 001

fl Mediante determinantes.

Para poder hacerlo vamos a introducir algunos conceptos mis.

A € M,,,.,, es la matn.r &d_]lll]l A d::- A & A es la matriz qm r&su][a da sustituir cacla
ﬂleimnto por su ;u:ljunm mru:qpnndmnm

Ejemplo 3.4.4

— ) =t
=1

Determinese la matriz adjunta A de A = (—

Tl —
———
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Solucion;

| Los adjuntos de los distinios elementos son;

Ap=+ ?ilz—E: .r‘hz‘——‘ fg =% .‘h:"‘—‘ ?1"‘——2; H‘lzl"——‘ % ;“‘——5;

EA o L ST e B e g e B i 11| _=.
An= = _~{ = = _~{ =
7 | : 3‘ 2. An 11 =1; Ay ‘l] 3  Asn 3 5

3 4 E Teurema

El producto de una matriz cuadrada A porla trampuesta ::ie 1) nd]uun es el valDr
de su dLTEl'mmt'LTIlL por la mamz unld.ld A(ﬁ'} = |A II

Demostracitn

. . i ey Ap Ay Ay

Sealamatriz A=| T2 92 o fw ) o 0y Ae An . Aw |1 rgs

He g G A i . AL
puesta de su adjunta,
| Al hacer el producto de ambas se ve que A(A)" = (by) siendo by :ﬂ'ﬂ Sll:t ;j .

! aplicando la propiedad 3 de [3.3.1],
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3.4. Calculo de la matriz inversa

Al 0 .. 0
a@y=| 0 1AL 014y
0 o . Al

De la misma manera se deduce que, (4 4 = |A|J, por tanto, A(4)' = (4)
= [All.

T ST T o e e S e T T
3.4.7. Tearema

Una matriz cuadrada A tiene inversa (es regular) < (Al 0

Demaostracidn:

=} 8iAregular = 1Al 20

Si A regular, existe matriz inversa A™, tal que, A A =A™ 4 =

Como el determinante de un producto es el producto de los determinantes
= |AllAT = 1A |A]= 1, necesariamente ha de ser 14| =0,

=151 1Al #0 = Aesregular

5i 1Al #0 existe una matriz B = —— - (A} (basta construirlo como hemos
hecho en el teorema anterior). 1Al

Al aplicar el teorema [3.4.5], se obtienen los resultados siguientes:

’ a2 POl ST ) O A e
AR = A(Lﬂﬂ (JJ) Al (ﬂ {A}) Al lal-f=f
o I T Afiala— . T—

e Y IAI “TAl -

esta expresidn nos proporciona otra forma de caleular la inversa de una matriz
cuando existe, es decir, de una inatriz regular.
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3 Determinante de una matriz cuadrada ‘24 Chlevio de [s mairiz inversa

e R T S e e e e e T S A e D AT

& R Z Demostracidn:
3.4.8. Calculo de la matriz inversa de la matriz A

5i A tiene inversa A, se verifica AA =1, y Al 1A [=lfl=1= A" =

l -
Beslainversade A & B=A" = —— (A) 1

|Al =-'——-MI 3

l '2) | Para toda matriz A de orden n se verifica | Al ()| =1 A"

e
ompio 3,45 Demostracidn:
o : . 1 21 )
Determinese la matriz inversa A de la matriz A = —i’i! {11 i del ejemplo La matriz producto 1A | - [ es diagonal, su determinante es 141",
34.4.
Solucion:
-3 9-2 B
Habiamos determinado la matriz adjunta A=| =5 2 1| = (4)'=
6-5 4
-3 -5 6 I S | -3-5 6
=l 9 2 5):1Al=(=2 0 3|=13%4A"=1/13 9 2-5]|.
-2 1 4 R -2 1 4

121V/3-56 100
Podemos comprobar que 1/13[{-2 03 || 9 2-5|=|0 1 0.
113/1-2 14 001

T e e T T S T G R e B A TR
3.4.9. Consecuencias

s

1) Si A es una matriz regular de orden n, entonces, | Al = Al

166 167



3 Determinante de una matriz cuadrada

3.5. Rango de una matriz; rango de un endomorfismo;
rango de un sistema de vectores

L S T R D R e "‘*‘":—'«*'.-'.'.'-'-1'-'Tﬂmfmmm£m

En [1.3.6] vimos la definicidn de vectores linealmente independientes v en
{1.3.7.] su caracterizacidn, asi podiamos seleccionar los vectores que dependi-
an de otros, o saber que el sistema de vectores dada es libre.

En [2.8.1.] utilizamos las matrices escalonadas para conseguir el mismo
fin, y después de estudiar los determinantes disponemos de una herramienta
poderosa que facilita otros eriterios para hacer lo mismo.

El teorema siguiente contiene una condicitn de independencia lineal de
VECLores.

e S AT P D e AV A AN R S D A s LM L
3.5.1. Teorema

Un sistema § de n vectores de un espacio vectorial de dimensi6n n es libre & El
determinante de la matriz cuyas filas o columnas son los vectores de 5 es =0

Demostracion

=) Supongamos que un sistema § de n vectores de un espacio vectorial de
dimensidn 1 es libre, si utilizamos {2.8.7] = Si A es la matriz cuyas filas son
los vectores de &, A tiene inversa al tener rango mdximo, utilizando [3.4.7] =
= Al 0.

=) Para demostrar la implicacién “ =", hemos utilizado sélo la condicién
necesaria de cada teorema, pero como también es cierta la suficiente, es vélida
toda la cadena de implicaciones tomadas desde el final hasta el principio,

e I R T VT T

Ejernplo 3.5.1

El sistema de vectores F = [(1,-1,3),(2, 1, 1), (1,0, 0%} C R, es Ui-

| S |
nealmente independiente, ya que el determinante (-1 1 0|=—4 0.

dinll
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3.5. Rango de una matriz; rango de un endomorfismo...

Como ya hemos anunciado, el cdlculo del rango de una matriz se puede ha-
cer utilizando determinantes,

A e e e S e e e e
3.5.2. Teorema

El rango de una matriz es el mayor de los drdenes de sus menores no nulos

Demostracidn

Sea A € My, una matriz de rango r, ¥ sea A, una submatriz de A regular de
orden p, tal que el determinante de cualquier otra submatriz cuadrada de orden
MAYOr qUe p s cero.

Vamos a demostrar que r = p demostrando que r 2 py r 2 p.

1. r2p

Sean iy, fy, ..., I, las filas que ocupa A, en la matriz A, y sean ji, fi, ..., fp las
columnas.

Considérese la matiz B con las mismas filas que A, pero con las columnas
de A. Es una matriz con p filas y n columnas.

La matriz B tiene sus p filas linealmente independiente porque son de A, y
esta es regular, Por tanto, rg(B) = p, v la matriz A tiene por lo menos esas mmis-
mas filas independientes. Por tanto rp(A) = r 2 p.

2. rap

Supongamos que existe una submatriz B de A, tal que rg(B) =r > p, en la
matriz A hay r filas independientes. Sean i, iy, ..., i, dichas filas y considere-
mos la matriz B formada por esas r filas y todas las columnas de A, La matriz B
serd de orden r x n y tendrd rango r porque las r filas son independientes, Iue-
go hay un menor en B, y por tanto, en A de orden r distinto de cero,

169



3 Determinante de una matriz cuadrada

Pero si esto ocurre, estamos en contradiccidn con la hipdtesis de que no ha-
bia ninguna submatriz cuadrada de orden mayor que p de determinante distinto
de cero = rsp.

Como "'EP} = r=p
rsp

Este teorema se puede utilizar para calcular el rango de una matriz. Aungque
el procedimiento es un poco largo, se puede agilizar si se hace de una forma or-
denada y se ticnen presentes las propiedades de los determinantes,

El algoritmo a seguir es el siguiente:

1. Detectar si hay lineas iguales o alguna es combinaci6n lineal de otras,
en cuyo caso se eliminan, porque el rango de la matriz resultante tras la elimi-
nacién es el mismo que el de la matriz primitiva.

2. Buscar una submatriz cuyo determinante sea distinto de cero.

3. Ampliar dicha submatriz con una fila y una columna de la matriz de to-
das las formas posibles. 5i los determinantes de todas las ampliaciones son ce-
ro, el rango de la matriz es el orden del menor elegido. Si alguno es distinto de
cero, estamos en el paso 2, y desde €l se continiia el algoritmo hasta que todos
los menores ampliados sean cero.

[l B inih, g R st e Al
Ejemplo 3.5.2.
5-13-24
Para calcular el rangode A =|17 -2 5 1 7 |, comenzamos por detectar
19 -1 1 82

mediante una simple observacion que la 5" columna es la 3" menos la 2* = se
puede eliminar cualquiera de las tres, que es combinacidn de las otras dos, La
matriz que se obtiene es del mismo rango.

5=-13-24 5-1 3-2
gA)=rg|17 -2 5 17|=rg|17-235 1
19-11 82 11
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3.5. Rango de una matriz; rango de un endomorfismo...

En este paso, es posible que no hubiéramos detectado nada, y hubiéramos
pasado al siguiente:

El menor =7 #0 = El rango es, al menos, 2.

5-1
17 -2

Las posibles submatrices ampliadas de (I% :%) 501

5-=1-3 5-1 =2
179 % |yl1r<2 1
19-1 1) \19-1 8

Sus determinantes son:

3-1 -3 5=1-2
17-2 5|=0; (17-=21]=0
19 -1 1 19 -1 8

Como ninguno es 20 = rgfd) = 2.

En {2.3.4] definimos el rango de un matriz como el de la aplicacidn asocia-
da, los endomorfismos son un caso particular de las aplicaciones lineales y co-
mo es natural la definicidn es vélida,

En el teorema {2.3.5] demostramos que, “el rango de una matriz es el mi-
mero de vectores columna linealmente independientes que hay en ella”, y aes-
te nidmero de vectores independientes le llamamos rango del sistema de vecto-
res; como consecuencia, podemos concluir con el resultado:

Rango de un endomorfismo = Rango de la matriz asociada = Rango del
sistema de vectores que forma la matriz,
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3 Determinante de una matriz cuadrada

et R R ot A TV D B P T A AR R s A R e Y e e

EJERCICIOS

VRN e ST TR R T

Ejercicio 3.1.

a) Caloidlese mediante determinantes la inversa de la matriz

A=

—— — —

1 1 1
| e
1 -1 1-1
] ==

b) Determinense las relaciones existentes entre A y A™; A% e [,
Solucidn:
a) Matriz inversa:

La matriz tienc inversa porque su determinante es distinto de cero,

¢+ Céleulode A/,

Como es un determinante de orden cuatro, el cilculo mediante la aplica-
cifn directa de la definicidn es muy largo, utilizaremos las propiedades necesa-
rias para reducirlo a otros de menor orden,

Los pasos 4 segulr son;

I, Hacer ceros los elementos de la primera columna. Mediante la sostitu-
cidn de cada fila por ella misma menos la primera fila.

2. Desarrollar el determinante por los dos adjuntos de los elementos de la
1." columna.

3. Hacer cero el elemento as; de la nueva matriz sustituyendo la 3." fila por
si misma menos la 2" fila,

4. Desarrollar el determinante por los adjuntos de los elementos de la 1."
columna.
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Ejercicios
T
1 111 1 111
0-2 =2 0-2-2

i e e 6 OO e 2 02al=l2 02l=

1-1 1-1 0-2 0-2 7.2 0 0-2 2

1-1-11 0-2-2 0 i =

—2 = [— _2 —.-2 —

=-2-(-1) ‘_2 2‘ 16

# Cileulo de la matriz adjunta de A.

Los adjuntos de cada elemento de la matriz son:

1 -1-1 1 11
."5|||= -1 1-=] =—4: ﬂn=A33=AM= 1 1 -1 =—4,

=] 1-11

1 -1-1 1 1-1
Aﬂ: 1 1 -1 2"4; Au'—" 1 =1 =1 =—4:

1-1 1 1 -1 1

1 1-1 | F |
Au=|1-1 1f=- An= |1 -1-1|=-(-=4;

1-1 =] 1 -1 1

1 11 1 11
An=[1-1 1|]=—4: Au= |1 1-1|=—(-4)=4;

1-1-1 1 -1-1

Observemos que la matriz es simétrica, y por tanto, el adjunto de un cle-
mento coincide con el del simétrico respecto a la diagonal principal 4; = A;.
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3 Determinante de una matriz cuadrada Ejercicios

—4 4 -4 -4 Hemos hecho las transformaciones €, — € - Cy y Co—— C;—Chaenla
La matriz adjunta 4 es: A = j ‘i _j : primera matriz, y posteriormente hemos sacado factor comiin (x —y) en cada
5 o e B una de las filas (o columna).
) 114 1/4 1/4 14 i
iy -1 T = /4 14141410 _ Ty .?_a%ﬁmnmh..zﬁ.i
CATIME VSR & ST g 12 T | g Ejercicio 3.3

1/4 -1/4-1/4 14

Demuéstrese, aplicando las propiedades (sin resolver) que el siguiente de-
A

b, La relacidn que existe entre A y A™' es: 4™ = T

1 2 3
: : 5 " 4 A terminante es miltiplo de 246: {2 4 6
La relacién que existe entre A" e fes; 4/ = A", porque ] = AA™ = A T = 2 6 1
Al
T i Solucién:
El ndmero 246 =2 x 123
Lo e i
Ejercicio 3.2 Sustituyendo C;, — 100C, + 10C; + Cs, se obtiene una matriz cuya pri-
o ; mera columna estd formada por miiltiplos de 123, y la segunda columna por
Descompdéngase en producto de factores el siguiente determinante; miltiplos de 2. P P i B po
X xy f
2x x4y 2y | 123 12323 113
1 1 1 24 6(= 12464 6|=123-2(2 2 6|
861 861 6 1 731
Solucidn:
2 2 - T w T 2 mmmfuwm
A O A e G A EH IR | Eeoss
1.k & 0 0 1| |22y x-y
1 a-1 2
Héllase el rango de lamatrizzA = 2 -1 a 5 | para los distintos valo-
=x-»1*3” '{‘=EI~J'}’ 1106 1
res de a.
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3 Determinante de una matriz cuadrada

Solucidn:

1 2

El rango es al menos 2, ya que el menor: |5 5 ‘ =10

Ampliando ese menor con filas y columnas de A se obtienen los dos si-

guientes:
1l a 2 1 -12
A=|2-1 5 M=(2 a5 |;
110 1 161

cuyos valores son:

1 a2 2 1 a 2 :
oS | O P T P =1‘1‘2“ 1 ‘=1+2ﬂ—lﬂ+a=3am’9“—=
110 1| |0 10a@-1] 110 -2-1
=3(a -3}
.3 i, -1 3
Mm=[2 a 5|=|0 a+2 1|= “_;2_{‘=—a+3.
T

Sia=3 = A=0yMA=0= rg(d)=2.
Siazd=1pd) =3

o5 i il

Ejercicio 3.5

Demiiestrese que Ja condicién necesaria y suficiente para que una matriz
cuadracda regular A de orden n v elementos enteros, tenga por inversa otra ma-
triz A™' con elementos enteros es que 14| =+ 1.

176

Ejercicios

Solucidn:

Demostrar una condicién necesaria y suficiente es demostrar una doble im-
plicacidn. En este caso, para demostrar que “Los elementos de A~ son ente-
ros ¢ |4 ]= 11", hay que ver que:

# Silos elementos de A™ son enteros = |A] = 41,

ISi los elementos de A y A™ son niimeros enteros, también los son [Al y
¥

Como A7 |=

1
R e deduce que |Al = %1, ya que, los dnicos enteros

que admiten inverso entero también son %1,

¢ Si lAl=11y los elementos de A son enteros = los elementos de A™' son
enteros,

3i la matriz A tiene sus elementos niimeros enteros, también los tendrs su
matriz adjunta, A, y la transpuesta de la adjunta (4)".

o 1 oy
Por tanto, al ser [Al=%1,y A = —— . (A} la matriz A~ tiene todos sus
elementos enleros., lal

B0tk e P i e ey e

Ejercicio 3.6
1 1 1
a) Caleilese el determinante: a b cf
a b

L

b) Basada en la respuesta a), escribase una solucién para

BR B
oV
LEE

B By g

y compruébese después,
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32 Determinante de una matriz cuadrada

Solucidn:

a)

| 1
b+a c+a

=(b=alc-a)(c+a)-(b+a)]=(b-a)c-a)c-b).

b) El determinante dado es de la misma forma que el primero, todos los
que tienen dicha forma se llaman de Vandermonde.
Podemos aventurar sin miedo a error que:

1 1 1 1
a, b ¢ %|=p-ac-a)Nd-a)c-b)d-b)d~c)
EI! I!}]- E! Ef'

porque el proceso seguido es vdlido, sea cual sea’'el orden del determinante.
Se deja al lector la comprobacidn del resultado.

Los determinantes de Vandermonde tienen aplicacidn en interpolacidn po-
linémica de curvas, muy empleada en disefio grifico por ordenador.

AR
Ejercicio 3.7

Demuéstrese utilizando sus propiedades que los determinantes de los si-
guientes cuadrados mdgicos tienen el mismo valor absoluto:

618 816 2.7 6 6 7 2
M=|753) A=|3 5T A=|9 5 1) ALl 39
283 4 912 4 3 8 £ 34
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Ejercicios
bl
492 294 8 3 4 4 1 %
As=l35 T Be=|T 53 As=(1 5 0 A|? 5 1;
8§16 618 6 7 2 276
Solucidn:

& === A; se pasa intercambiando C, con Cy = tienen el mismo valor ab-
soluto.

Ay &= A, se pasa intercambiando C; con Cy = tienen el mismo valor ab-
soluto.

As = Ag se pasa intercambiando C; con O = tienen el mismo valor ab-
soluto.

A7 == A se pasa intercambiando €, con Cy = tienen el mismo valor ab-
soluto.

Ay == Aq son traspuestos = tienen el mismo valor absoluto,
Ay £==; A son traspuestos = tienen el mismo valor absoluto,

Ay == A se pasa intercambiando Fy con Fy tienen el mismo valor abso-
luto,

¢ Estos cuadrados considerados magicos desde la antigliedad porque su suma
da el mismo resultado en todas las direcciones son los finicos que se pue-
den formar con los nueve primeros niimeros enteros y positivos.

Ejercicio 3.8
l+x 1 1 1
L e 1T 1=-x 1 IR
Caleidlense las raices reales de la ecuacidn: 1 i 14w 1 = 31.
1 1 1 1-x
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3 Determinante de una matriz cuadrada

Solucidn
l+x 1 | 1+x 1 1 1
1 kel 1 L= =0 0 ‘x“g i+x1£‘}
L 1Tk 1 Ble 008 GRsR E X0 2 O
1 1 1 1-x|=x 00 —x X 0 - 0 -x
l+x1 1 ¥ O .
:—Ju'.j—x.-'f..'[f -1 1 0 :_xa_xa =1 1 0O I—.I!—,l‘j 3 1‘:
-1 0-1 -1 0-

3 1
A== x =43

| Las operaciones elementales que hemos ido haciendo para llegar a este re-
sultado son:

1. Sustituir las filas 2." y 3." y 4." por ellas mismas menos la 1." fila,
. 2. Desarrollar por los adjuntos de la segunda columna.
| 3. Sacar factor comiin una x en la 2." fila y otra x en la 3." fila del segundo
determinante de orden tres,
. 4, Sustitwir la 1." fila por la 1." fila mds 1a 3." fila en dicho determinante de
orden tres,
5. Desarrollar ese determinante por los elementos de la iltima columna.

R imd e AN |

:E.ihE.r{:iGIﬂ 39

Dado el sistema de vectores [(1, 2, 3), (2, 1, 5), (2, 3, a) € R’}, se pide el
valor que debe tener a para que ¢l sistema sea una base de .

Solucion:
Para que formen base de R deben ser tres vectores linealmente indepen-

! dientes, y por tanto, el rango del sistema de vectores deben ser tres, es decir,
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Ejercicios

I
Lad == b2

Sia=17/3, los tres vectores forman base,

Sia=17/3, el tercer vector es combinacidn lineal de los otros ¥ no forman
base.

[aite sl s gl AN b ek e |

Ejercicio 3.10

Determinese para qué valores reales de x pueden existir matrices cuadradas

no nulas 8 tales que A8 =0, siendo A = ( 1]2 32) :

Solucidn:

La condicitn necesaria es que 1A| = 0, ya que si no, existe A™ y se verifi-
ca: A'AB)=IB=0= B =0,

:

si MI=‘[ 31|=U=>x=1:6,

2 x
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|CAPITULO .

SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

Rk £ et e T Tk Lt 0 1 AR e o g i St~ e i e e |
INTRODUCCION

Las ecuaciones lineales aparecen en los primeros testimonios escritos de
que tenemos noticia. Ya los babilonios habian desarrollado métodos concretos
de resolucidn de sistemas lineales sencillos basados en la “eliminacién” suce-
siva de incognitas hasta reducir el problema a una sucesion de “reglas de tres”,
es decir, ecuaciones de una sola incégnita.

Distintas reglas pricticas se establecen a lo largo de la Historia para mejo-
rar el proceso y aligerar los cdlculos, pero hasta el siglo Xvi nadie parece pre-
ocuparse de caracterizar cudndo es posible este proceso de reduccidn. En todo
caso, si no se obtiene la solucidn, se dice que el problema es “imposible” o
“indeterminado”. Solamente cuando, al estudiar ciertos problemas de Geome-
trin Alpebraica y Mecdnica, aparecen sistemas de ecuaciones lineales cuyos
coeficientes son, a su vez, funciones de pardmetros variables, empieza a desa-
rrollarse a partir de 1750 una teorfa general de tales sistemas.

La primera férmula de cdleulo explicito de la solucidn de un sistema de n
ecuaciones lineales con n incdgnitas, con coeficientes indeterminados, se debe
a MacLaurin en 1729, MacLaurin obtuvo las férmulas paran=2yn=3 y tra-
td de encontrar una regla general. En 1750, aparentemente sin conocer el tra-
bajo de MacLaurin, G. Cramer deseribe explicitamente la férmula para s cuoal-
quiera, dando la solucién como cociente de 2 expresiones polinomiales en los
coeficientes. Con el desarrollo de la teorin de determinantes, estos resultados
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4 Sistemas de ecuaciones lineales
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toman la forma definiliva que conocemos en la actualidad. La introduccién por
parte de Frobenius de la nocidn de rango de una matriz en 1879, le permitid
formular el criterio general de resolucidn de un sistema lineal de m ecuaciones
con i incdgnitas, que hoy conocemos como teorema de Rouché-Frobenius.

Salvo la determinacién de métodos mds efectivos y directos de céleulo
{método de Gauss, o métodos iterativos: Gauss, Seidel, JTacobi, etc.), la teoria
general de resolucion de sistemas lineales en dimensidn finita se encuentra ya,
alrededor de 1870, en el mismo estado que en la actualidad.

Ada Augusta Lovelace (1815-1852)

FGE

ADA AUGUSTA LO‘JELAGE {1315-1352}

O T e T

Hija del poeta romdntico Lord Byron fue una nifia enfermiza pero, con una
gran fuerza de voluntad, superd la enfermedad y la adiceidn a la droga que le
produjeron las medicinas que le suministraron para curarla.

Su madre habia estudiado Matemdticas y tenia gran fe en el papel redentor
del estudio, por ello procurd a Ada una buena educacidn cientifica, que la nifia
asimild rdpidamente, )

Alos 17 afios se interes e impresiond por la méquina de diferencias finitas

" de Babbage, comenz6 a estudiar y quiso ser matemdtica, pero como Eahhagr_:

estaba muy ocupado en recaudar fondos para su mﬁqu:nn ¥ no prestaba aten-

- £ibn a sus trabajos, abandond la idea.

A}rudnda por su esposo, el conde de Lovelace, comtgulﬁ que Bahbage “1a
entrenm

. El ingenio analitico o mdquina de Babbage tenia un dispositivo de enua-.

da {parecido a las tarjetas perforadas del telar de Jacquard}, un almacén (Me-

“moria), un molino (Procesador) y un dispositivo de salida en forma de tar-
-"'_]e.tas ;

“En unas notas sobre el ingenio, Ada tuvo la idea de reutilizar las tarjetas

_"'c:ncargadus de un procedimiento todas las veces que hiciera falta dentro del

- mismo programa, incorporando con ello la herramienta de las subrutinas al
- programa principal.

La ingenieria de la ép-m:a no era suficientemente avanzada para construir

' la méquina, ella crey6 que sus cdlculos le harian ganar en las carreras de ca-
Uballos, y con las garantias, tener dinero para construir la mdquina, pero los

- continuos fallos llevarian a la familia a la banca rota, por. l:"L'r quemid Ludu‘s
- sus trabajos. i

- . Estd considerada precursora de la programacién de or dcnada:ts pﬂl'quﬂ"

; 11:1@1‘_‘: varios programas para hacer cilculos matemdticos a\fdl'l-ZHdUb en: lﬁ mﬁ— R

e quma analitica.

Ha dado nombre a un lenguaje de alto nivel basado en el Pascal qlle fue dE‘-'
' sﬂrmllado a partir de 1977 en el Departamento de Defensa de EEIULL
En 1843 enferma gravemente y sufre dolores horribles, nuevamente es tm-'
L tﬂda con opidceos alternando con morfing, que contrarrestaba con grﬂnd::& can- i
tidades de brandi.
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Organigrama

En 1844 estd convencida de que un exceso de matemdticas ha perjudicado
su salud, y abandona definitivamente las matemdticas, pero no el juego; nada
le ayudaba a superar el dolor que le producia un cdncer terminal.

La méquina de Babbage y sus teorfas fueron olvidadas, y con ellas Ada By-
ron, hasta que 101 afios después son rescatadas del olvido por Bowden, un pio-
nero inglés de la reinvencidn de los ordenadores,
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CAPITULO 4

Célculo del original de un vector dado
conociendo su imagen mediante una
aplicacitn lineal

rxlslen'?

“T’”

Clasificacidn de sisternas, Te{m.:ma
de Rouché

e

_F--—"'—'ﬁr;;; s m:mm_
N‘w/

‘ Sistemas de Cramer. Regla de Cramer.—l

_o--""'_'-'-'-'-h\-
ff,ﬂﬂa}- métodos mis R

eficlentes?

D'iémdo de Gauss. Factorizacion LU |

I
|— Matrices mal condicionadas ]
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

4.1. Sistemas de ecuaciones lineales
T T e e L B b T T L ety e I T M)

En este capliulo queremos alcanzar los siguientes objetivos:

¢ Determinar cudndo el sistema tiene solucidn y cuando no.
¢+ En caso de tener solucidn, determinar cudntas soluciones tiene.
Drar un procedimiento para encontrar todas las soluciones,

Antes de abordar la forma de alcanzar los objetivos propuestos con la he-
rramienta que nos proporcionan los conocimientos adguiridos en capitulos an-
terioves, es conveniente recordar, aunque sea brevemente, algunos conceptos y
definiciones bdsicas para poder unificar las distintas notaciones wtilizadas
anteriormente por el lector.

oA A DG S ARG AN g R VR T Gaid
4 1.1. Definicion de sistema de ecuaciones Imealﬂs

Un sistema de m ecuaciones lineales con » incégnitas es todo. conjunto da ecua-
ciones de 1a forma:

apx) + a8t + Lt dRY, =8
Iy b Gapky + o da, =y,

Tt F Daas F o+ BTy = B

ay, b € B y x;50n las incégnitas (=1, ..., myj=1,.., n).

Cuando todos los términos independientes b, by, ..., b, son cero, el sistema
se llama homogéneo, ¥ en caso contrario po homogénea.
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Para todo sistema existe un sistema homogéneo asociado que resulta de ha-
cer cero los términos independientes del mismo,

Se llama solucidn del sistema atoda n-upla (¢, ¢, ..., o) de elementos de
R, tales que sustituidos en (x,, Xy, ..., %), todas las ecuaciones del sistema se
convierten en identidades. Resolver el sistema es encontrar todas las (o, o,
poeer On) que lo verifican,

Dios sistemas de ecuaciones con el mismo conjunto de soluciones, se [la-
man equivalentes. Convertir un sistema lineal en otro equivalente, pero mids
sencillo de resolver es una téenica habitual para buscar sus soluciones, Como
veremos méds adelante también aqui utilizaremos esa técnica.

El sistema lineal de m ecuaciones con n incdgnitas definido en [4.0.2] se
puede expresar también en forma matricial.

L1 P e 8 T T B B e A |
4.1.2. Expresion matricial de un sistema T
de ecuaciones lineales

X by S D s T =fy g gz e @iw ) | Xy EI

gy apky ..t aniy =D Gap Bxa-veiliag || X2 |=| Ia

=L ;.. i ™ BEa. ama . asa = iEa o bma  ama awm B o Lo M EB
[ I St e e (T e e Sy B |

d{:_ndfe Aes 'I,a-ma!:rlz de los coeficientes de las incégﬁitas,:y X, B son los veclores
columna de las incégnitas ¥ de los términos independientes, respectivamente.

Esta expresidn matricial de un sistema de ecuaciones lineal es la expre-
gidn analitica de una aplicacidn lineal, como se vio en el capitulo 2, ¢l vector
imagen ¥ de un vector original X es ahora el vector de los términos indepen-
dientes B,
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

T e T T e B e B D AT G TR T S sl R R R
4.1.3. Un sistema de ecuaciones lineales es .'9
expresion analitica de una aplicacion lineal

El sistema AX = B de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es la expresion ana-
Iftica de una aplicacién lineal: f: V' — W, donde: . :

V es un espacio vectorial real de dimensién n (n.' de mr:rfrgmfasj

W es un espacio vectorial real de dimensién m {n.* de ecuaciones) -

y cada columna i de su matriz asociada A es ¢l vector formado por los coeficientes
de la variable x; en las m ecuaciones.

Ejemplo 4.1.1

. : el 3+ 2 —x=-1
El sistema de ecuaciones lineales 2%, +xy=5

X
" o (321 . -l)
matricialmente: ( 2 0 1)(2) ( 5

Esta expresién indica que la imagen del vector (x), Xz, %;) mediante la apli-

, 5& puede expresar

cacién cuya matriz asociada es ( g % _!l ) es el vector (=1, 5).

1 " y
Si en la expresién matricial cambiamos el vector ( é) por el vector ( y;) .

obtenemos: 3 21 ;; = (y y ), que es la expresitn analitica de la aplica-
20 1)y Y

cién lineal asociada a la misma matriz,
X
32-1
{I“ I-I,,.l.'g.:’ - (il) e (2 0 1)(1:) W

190

4.1, Sistemas de ecuaciones lineales

Recordemos que las columnas de la matriz son las imdgenes de los vecto-
res de una base de B respecto a una base de R (las candnicas, si no se especi-
fica lo contrario).

[R-R
F(1,0,0)=(3,2); 0, 1,0) = (2,0) ; A0, 0, 1) = (-1, 1)

en las bases 8= ({1, 0, 0), (0, 1, 0}, (0, 0, 1)) de[H!’,}rS: (1,00, (0, 1)) de R".

b Lad

R A 3
Una solucidn del sistema ( {}_1] X =( 5 ) es(1,0,00
X

1

X
Una solucién del sistema 32-1 .x; = 2 es (0, 1, 0).
201 X3 0

. : G BB ] K (O
Una solucién del sistema 20 1)i*]=l"q]es {0,0, 1),
X3

La comprobacion de los resultados anteriores es muy Ficil.

El hecho de que un sistema de ecuaciones lineales sen la expresion analiti-
ca de una aplicacidn lineal, nos permite decir que una solucién de un sistema
de ecuaciones es un original de un vector dado, 8. Por tanto, la existencia o no,

de soluciones depende de que dicho vector pertenezca, o no, respectivamente a
la imagen de la aplicacién.

aplicacion lineal

El chnjuntu de soluciones del sistema AX = B es el conjunto original del vector
B & W en la aplicacidn lineal £: V — W de expresién analitica AX = ¥,
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

el s i
Ejemplo 4.1.2

En el ejemplo anterior, hallar el conjunto de soluciones del sistema, equi-
vale a encontrar el conjunto original del vector B = (=1, 5) en la aplicacién Ii-
neal correspondiente.

La solucion del sistema es

x|=j.-
3.r|+2.‘f1'—'13 =-1 3.I| +2}L’2—xj=—] 4-54
Py = o == =
ot e = == 4 5 = Sx + 2 X2 7
n==21+35

Ll conjunto & de solociones § = {{.rh Xy, X} = (1, s ;ﬂ =24 + 5] Ae R}

es el conjunto original del vector B = (-1, 5) en la aplicacidn lineal f dada.

Recordemos que el nicleo de una aplicacidn lineal 2 V — Wes Nuc(f) =
= [V eV, tales que i) = 0}, es decir, el conjunto de vectores que forman el ni-
cleo de una aplicacidn lineal es el conjunto de soluciones del sisterma homogé-
neo asociado al sistema que la define,

0 T T o S e R
4.1.5. Calculo del nicleo de una aplicacion lineal

El micleo Muc(f) de la aplicacién lineal : V — H-" de expresidn analitica AX = I’
es el conjunto de soluciones del ssstema humngéneu AX = U ;

192
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B it g
Ejemplo 4.1.3
El niicleo de la aplicacién de los ejemplos anteriores es Ia solucidn del sis-

3+ 2n-xn=0
tema homogéneo ' s

x| + Xy = 0
Es decir:
X = A
31[4‘211—):1:(} 3.x|+11'2".1'3=ﬂ 5 _'—-5..1
= 5 +2e=0 =—
Z.T| +.]?3=C| . .t;.=—21‘| £ : e )
Xy = —24
-5
Nuﬂm = /1.-. —2‘-:1-, =21 i Ae 114
bt A L e ek 7T U DN 5 A Bt n M o P s e |

4.1.6. Proposicion

El conjunto de soluciones de un sistema lineal, si el sistema tiene solucidn, es
igual al conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado més una solu-
‘cién particular del no homogéneo

~ Demostracicn:

: Sea AX = B un sistema lineal no nomogéneo y fla aplicacidn lineal corres-
pondiente, 1 V — W de matriz asociada A,
518 = [X eV/fX)=B) es el conjunto de soluciones del sistema, y (7 una
solucién particular del mismo, se verifica fi(5) = B. B
Sabemos que el conjunto de soluciones del sistema homogéneo AX = 0 aso-
ciado es el micleo Nue(f). Por tanto, S= (X e V/f () =Bl = (X e V/ (X)) =
=fiG)) = {X e VI X - ) =0} = {X € V/ (X - G) € Nue(f)}, como consecuen-
cia § = Nuc{f) + 7.
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HEW DFer b Prisapin iy S0 |

Ejemplo 4.1.4

194

En el sisterna analizado en ejemnplos anteriores, Nuc(f) = {J,, TSJ. 2‘1)

iEH}

Una solucidn particular del sistema

2
3 2-1 -1
ya que ( ) =3 = ( ) :
201 ( 1 3
Por tanto, el conjunto de soluciones del sistema es:

= {(zr_-L 1} + (—1. ?ﬂ-; —2.*1-) B Ae R}.

3.r, +1xi—xq ]!

4.2. Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales

4.2. Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales
T R D S AT e R A T e e T L PRl o, S e PR s E o S e A A e ]

En coalguier algoritmo para buscar soluciones de un sistema, parece natu-
ral comprobar en primer lugar si existen, porque si no es asf, se evitan todos los
pasos intermedios que conducen a encontrarlas.

Los sistemas se pueden clasificar en dos grupos: compatibles e incompati-
bles, segin tengan, o no, solucidn; en el primer caso puede ser determinado o
indeterminado dependiendo de que tenga una solucitn o mds.

El criterio para resolver el problema de existencia de soluciones viene da-
do por el Teorema de Rouché-Frobenius, con el que el lector estd muy familia-
rizado.

42 1 Tenrema de H’oucha-Fmbamus

El sistema AX = B tiene sulumﬁn - El rango rlc A = ranga d::- !a mﬂtnz A am-
pllada con la colum na B : :

ny 'z

Demostracidn:

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incgnitas:

gy kg b dpX, =)
A% + dnXy + .. dpk, =

Bt Xp + GpaXy 4 e F gy = By

de expresidn matricial AX = B, es posible la siguiente expresidn vectorial:

) iz iz g|

' o
Xy i + 13 9n L e B :
Gy iz e ‘{i'.ru

195

YT 32T 000008

B W =

ERE o o b8 B

| | EE B ik AR B

¥

fat W N



4 Sistemas de ecuaciones lineales

Si lamamos Ay, As, ..., Ay, a los vectores columna de la matriz A (cada vee-
tor columna A; tiene como elementos los coeficientes de la incdgnita x; en to-
das las ecoaciones del sistema) y 8 es el vector de los términos independientes,
podemos escribir el sistema mediante la siguiente expresion: xid, + xads + ... +
A, =8

Evidentemente, existirin valores de x;, xy, ..., x, que hagan cierta esa igual-
dad si, v s6lo si el vector B es combinacidn lineal de los vectores A, Ag, ..., A,

ay dyy e iy i g . Gy By
o ; @y Ay .. d ay ..a ;
es decir, si las matrices: A=| ' 2 "1 y(AlB)= i b tie-
[+ M S R . - ot Gz vor Grn Dy

nen el mismo rango,

i el 20 R B el T S P A 0 ot i el A0S B

4.2.2. Proposicion

Un sistema lineal compatible tiene solucién iinica (es determinado) + El rango
de A = Mimero de incognitas n : y ; .

Demostracion:

Sea AX = B un sistema compatible y sea & una solucidn del mismo.

Sabemos que AX = ¥ es la expresidn matricial de una aplicacion lineal f:
:V— W, tal que, A es la matriz asociada a f, V es un espacio vectorial de di-
mensidn n (n.” de incdgnitas), y que el conjunto de soluciones de un sistema li-
neal, si el sistema tiene solucidn, es igoal al conjunto de soluciones del sistema
homogéneo asociado mds una solucién particular del no homogéneo, {4.1.6],
es decir, el conjunto de soluciones del sistema es Nuc(f) + G.

Como dim Nue {f) + dim Im(f) = dim V = n [2.2.5] y rg (A) = dim Im{f)
[2.3.4] = dim Nuc(f) + rg (A) = n.
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TR s

El cumplimiento de esta igualdad abre dos posibilidades:

1. 1g (A) = n, entonces dim Nuc(f) = 0, el conjunto de soluciones es sGlo la
I solucién particular G, y el sistema es determinado.
2. 1g (A) < n, entonces dim Nuc(f) > 0 y el sistema tiene infinitas solucio-
nes; es un sistema indeterminado,

El siguiente cuadro resume los criterios dados en el teorema de Roucheé y
E}\-:—_ﬂ_ la proposicidn anterior:

| Determinado (solucidn dnica)
E\‘ Rango de A = Niimero de incdgnitas n

Sistema Compatible (tiene solucidn)
Rango de A = Rango de la mairiz A
ampliada con la columna B de tér-
minos independientes

\ Indeterminado (infinitas soluciones)
Rango de A < Namero de incognitas n

e b dit 2l v e A |
Ejemplo 4.2.1

ar+y+z=1
Dado el sistema de ecuaciones lineales < x+ay-+z=1 , se pide clasifi-
x+y+taz=1
" carlo en funcidn del valor del pardmetro real a.

Solucidn:

al 1
La matriz. de los coeficientes de las incognitas es A = ( 1 al ) ¥ la ma-
1 1 a

triz ampliada con el vector de los términos independientes es
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‘ Sistemas de ecuaciones lineales

=

% alll

W=l a1k
11eal

Al =(a+2)a-1) = |Al =0 sia=2ca=1.

Vamos a analizar qué ocurre con los rangos de ambas matrices en cada caso:

=2 1 1 -2 111
Sia=u2=>.#.=( ] =2 1]yrg(d}=2;{ﬂ]ﬁ}=( 1-2 1 l)y
1 1-2 1 121

rg(A1B) =3
Como los rangos de A y A | B son distinios, el sistema es incompatible,

Sia=1=rg(d)=rg(AlB)=1

Como los rasgos de A y A1 B son iguales, ¢l sistema es compatible.

En este caso, el rango es menor que el nimero de incbgnitas n =3 = esun -

sisterna compatible ¢ indeterminado,

E] mugu de. A < I\Iumcm d:, 1|1cdgmras .I'I

Los sistemas homogéneos son un caso particular de los sistemas lineales. En
ellos el vector B de los términos independientes es el vector 0, por tanto, el rango
de la matriz A de las incdgnitas coincide con el rango de la matriz ampliada
Al D, es decir, el sistemna es siempre compatible; este hecho es evidente porgue
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un sistema homogéneo tisne siempre la solucién tivial: v, = x. = ... = x, = 0.

El interés es el caso de este tipo de sistemas radica en el conocimiento de
soluciones distintas de la trivial, que existirin cuando el rango de la matriz de
coeficientes sea menor que el ndmero de incdgnitas.

Para los sistemas homogéneos una solucién particular es G = (0, 0, ..., O) =
=§ = G + Nue(f) = Nuc(f).

T T O A N N P ten
Ejemplo 4.2.2

¥ =2z=0
El sistema <—x+y+ z =0 escompatible por ser homogéneo, v es inde-
~x+y—3z=0 ,

10-2
terminado, ya que rgd =g ( -111 ) =2 < n.” incégnitas = 3.
11-3
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

4.3, Zalculo de soluciones

Cuando se tiene la certeza de la existencia de soluciones de un sistema li-
neal (sistema compatible), el paso siguiente en cualquier algoritmo eficiente
corresponde al cdleulo de las mismas.

Vamos a exponer dos métodos concretos de resolucién de sistemas; consi-

deraremos en primer lugar la regla de Cramer, el segundo procedimiento a que
nos referimos es el Mélodo de Gauss,
: Como vamos a ver, tedricamente con el primer procedimiento queda zan-
jado de forma definitiva el problema de la resolucién de sistemas de ecuacio-
nes, pero s6lo de forma tedrica, porque cuando el orden es grande, el método
de Cramer (o, lo que es lo mismo, la obtencién de Ia inversa de la matriz de
los :r::eficient::s} no es prictico por el elevado nimero de operaciones que
necesita.

Valga como ejemplo decir que, Ia resolucién de un sistema de Cramer de
orden n por la regla de Cramer, conlleva un total del orden de (n+ 1)! sumnas,
(n+ _2].' productos y n divisiones. Esto supone, por ejemplo, que para n =10 se
requieran aproximadamente 400.000.000 operaciones,

4.3.1. Definicién de sistema de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales se llama de Ctamer si tiene el mismo nimero
de ecuaciones que de incgnitas y la matriz de los coeficientes es regilar -

Estamos analizando el caso particular en el que fes un iscmorfismo, o lo
que es lo mismo, A es una matriz cuadrada inversible,

e A g
-,-."’1:11 M"r_
5 \

¥

Ll

B E iny wey

..‘E'"fﬂ-lﬂ“ ATy

(3

g t

\.r' [ x
EE e
Wy t_r'l-"i‘lw

4,3. Céleulo de soluciones

Ejemplo 4.3.1.
x—2y+z=1
El sistema < 3x +y+z=-2 es de Cramer, porque el niimero de ecuacio-
it+y+z=1

nes = nimero de incdgnitas = 3.

Ademds, la matniz A es regular

1 =21
lAl=]3 1 1|=-6#0 Aesregular.
1 11

Para los sistemas de Cramer es obvio que existe solucidn, y es dnica: X =
=A"8.

Vamos a utilizar los desarrollos matriciales apropiados para obtener la co-
nocida regla que enunciamos a continuacidn,

T AR L S o R et AR

T R T I e s

.3.2. Rgl‘n de Cramer

Todo sistema de Cramer tiene solucién inica que viene dada por la expresitn xg =

I::I {cy es ¢l valor del determinante de la matriz que resulta al reemplazar en
A'su ¢olumna k -ésima por el vector columna B de los términos independientes)

J

Demostracién:
Considérese el sistema de Cramer, cuya matriz A es de orden n,

apXy iyt dt, = Iy
@y X F Bk F ..t B X, =y

su expresidn matricial es AX = B, con A
Ay + Gpaly + o+ BX, =y

regular,
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202

Como consecuencia del teorema de Rouché, se deduce que el sistema es
compaltible y determinado (tiene solucién tGnica).

Por ser A regular, existe A™, y se pueden multiplicar por ella por la izquier-
da ambos miembros de la igualdad AX = B, obteniendo como resultado:

s
X=A"B=—"_(A)B.
|4l @)

(Recordemos que A es la matriz adjunta de A, obtenida al sustituir en A ca-
da elemento a; por su adjunto Ay). :

Ahora bien, el producto de matrices (A)' B es una matriz columna. Si ¢, ca,
seens €y BOM SUS elementos, podemos escribir:

Ay Ay o Agd [ By (o]

@AYB=(An An o Au || b2 f €] siendo oy = by + bpAgy + .t
iy A dettEd be

+bJAnR’~

Esta expresién coincide con el valor del determinante de la matriz que re-
sulta al sustituir en A su coluna & por la columna de términos independientes &,

; QU] wen b] PP .}
como es evidente al desarrollar el determinate ¢y = | @y ... By ... a, por los

e PR Rkl 5 BRI [

elementos de dicha columna

X €1
Portanto: X=| ™ |= il (A) B = L

|4l 1Al

xu c.‘

Sabemos que para que dos vectores sean iguales, las coordenadas corres-

. . el
pondientes han de ser iguales = x=—'—

1Al

4.3. Odlculo de solacibnes

[l A e P T ST

Ejemplo 4.3.2

3.=| —41",! =]

Resuélvase el sistema
X+ =-1

Solucion:

Es un sistema de Cramer, tal que Ir‘;lzﬁqg‘zlg
1-4 S TR |

O 1 O S R ¥

T 19T |34 19
1. 35 1 5

El caso general de un sistema compalible se reduce a uno de Cramer, eli-
giendo un subsisiema principal de rango médximo en el que aparecen como pa-
rimetros en el término independiente las variables no principales.

La reduccidn de un sistema compatible a uno de Cramer es siempre posi-
ble, sin méds que eliminar las ecuaciones que sean combinacidn lineal de otras
¥ sustituir por pardmetros las incégnitas que no sean necesarias para que la
submatriz de A que define el nuevo sistema sea regular (la forma de elegir esta
sumatriz no es dnica, pero las soluciones obtenidas si lo son por ser sistemas
equivalentes).

" En el ejemplo siguiente indicaremos paso a paso el proceso indicado.

Ejermplo 4,3.3
T -y+z=2
Resuélvase el sistema x—y-z =-1 utilizando la regla de Cramer.
Ix—5y+3z=35
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Solucidn:
231 2-31 2
A=|1=1-1|pAIBY=[1-1-1-1];rg(A) =rg(4|B)=2.
35 3I|.' 3-513 5

Un menor de A de orden 2, no nulo es, por ejemplo =120

23
1 -1

Por tanto, 1a tercera fila es combinacitn lineal de las otras dos. Eliminando

esta tercera fila obtenemos el sistema equivalente {2": e i 21
X— y=I==

Haciendo z = A (incdgnita que no intervien en el menor no nulo) ¥ pasdn-
dola como término independiente, resulta el sistema de Cramer
e-3y=2-1
x— y=-1+4

En dicho sisterna se puede aplicar la regla con los siguientes resultados:

Si tuviéramos un sistema cuya matriz de coeficientes fuera trangular supe-

Xy + daXs + .. X = By

duty+ ..+ a =h i
b % =02 go resolveria ficilments, des-

rior el sistemna

pejando x, de la dltima ecuacidn, después sustituyendo este valor en la penilti-
ma y calculando x,,_, etc.

Este méiodo de cdlculo, por razones obvias, lo designaremos como retro-
sustitucién. Un sencillo edmputo muestra que el niimero de operaciones nece-
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sarias en este caso es del orden de n(n—1)/2 sumas algebraicas, el mismo ni-
mero de productos y n divisiones.

El fundamento del método de Gauss para la resolucidn prictica tle un siste-
ma de Cramer AX = B, con A inversible, consiste en la determinacidn de un sis-
tema equivalente (es decir, con las mismas soluciones) en el que la matriz de
coeficientes sea triangular.

Y R el i |

4.3.3. Meétodo de Gauss

Este método se utiliza para la resolucidn de sistema de Cramer (o de siste-
mas que pueden transformarse en un sistema de ese tipo); consta de las si-
guientes fases:

a) Eliminacidn gaussiana. Se basa en la determinacidn de una matriz no
singular M tal que U = MA sea triangular superior. La matriz M se obtie-
ne como composicidn de matrices asociadas a transformaciones ele-
mentales,

b} Céleulo simultdneo de (U1C) = (MA | MB) mediante la aplicacién de las
transformaciones elementales a las filas de la matriz ampliada,

c) Solucidn del sistema equivalente MAX = MB por retro-sustitucién,

Lot KR B st kim it ot |

Ejemplo 4.3.4

Resuélvase por el método de Gauss el sistema { Xi—3xy==T

2 1-11-=1
(AlBy=(0 13 |-7
1 -1 2110

a) Reduccidn de (A 1B} a (U1C) mediante transformaciones elementales en
las filas.
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

Utilizando como pivote el elemento a); = 2 y haciendo cero los situados
debajo en la misma columna, se obtiene:

2 1-1] <1 i 21 - =1
(AlBy=[0 13 | F|— 0 1 -3 =7
1-1 2| 10 0-3f2572 | 212

De la misma forma, con ax = 1 como pivote se hacen cero los elementos
situados debajo de €1 en la misma columna.

21 =1 | 2 21 =1 -1

(ﬂ 1 =3 -?)—1(0 1 -3 —‘JJ=EU}C}

0-3/252 12172 10 =2 ]

Las transformaciones elementales utilizadas son:

L. Bustitucidn de la tercera fila por la suma de ella misma mds la primera
fila multiplicada por -1/2.

2. Sustitucién de la tercera fila por ella més la segunda fila multiplicada
por 3/2.

Esta dltima matriz ya tiene la matriz de coeficientes triangular superior.

Corresponde a un sistema equivalente al primero, (Hemos aplicado las
transformaciones elementales simultineamente al vector columna de términos
independientes.)

it m-n=-l1

X —-In=-Te MAX = MR
ZI_], =0

La dltima fase a aplicar es la de retro-sustitucién:

De la 3." ecuacidn x; = 0, sustituyendo este valor en la 2.° ecuacién = x =
= -7 y sustituyendo ambos en la primera = x, = 3.
Por tanto, la solucidén dnica es (3, -7, 0).

Si recorremos el camino seguido para resolver por este procedimiento el
mismo sistema AX = B de orden n, y vamos contando el nimero de operacio-
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nes ejecutadas, podemos comprobar que son del orden de 3n%/2 sumas, 3n°/2
multiplicaciones y n divisiones. Para n = 10 da un total de unas 300 operacio-
nes, lo que supone una tremenda mejora sobre las 400,000,000 necesarias para
la resolucidn del mismo sistema por la regla de Cramer.

Ademds presenta la ventaja de ser ficilmente programable v la ejecucidn
del programa es posible en cualquier P.C, recomendamos al lector que esboce
el programa del algoritmo en cualguier lenguaje que conozca.

(uizd el lector se pregunte la razdn para elegir Ada Byron como personaje
paradigmitico del capitulo cuatro, la respuesta la encontrard al saber que es au-
tora del primer programa para resolver sistemas de ecuaciones en una miquina.

Cuadro resumen del confunte de insirucciones dadas por las tarfetas ¥ ve-
sultados intermedios obtenidos en el programa de Ada Byron:

Dado el sistema ﬁ:;ﬁ Zj_. , lamaremos V; a las diferentes colurmnis

de ruedas cifradas v supondremos los coeficientes m, n, J, m', #', d' en las ocho
primeras columnas de la manera siguiente:

V“:fﬂ,V|:ﬂ,V|=d. V;;:m’.'lr’. ZHJ. V;zﬂﬂi‘f"[,:ﬂ. ir"",|:.|'l!'I

Niimero Naruraleza Com'm:-as_ Columnas - - Resultados
; sobre lax .
de la dé la o e reciben de ld
‘y i que s¢ efectida i iy
operacidn. . operacidn : - los resultados  operacidn
: _ la operacidn :
: 1 ) 1‘. Vi.*'v., ¥ V‘.l: : d”r -
: 2 h L) Vj w V| i ; Vg l:'f'lﬂ
37 - Vi ®2 ¥, e Vi n'rm
4 ¥ V. * ir"’] Vu ! nm'
L8 s Vi—¥y 3 Vig- o o -an'-d'n
G = Vie =V =iV CEep'm=nmr
b / Vie=Vi ™ 200 Vi o {dnl= d'n)i(n'mi- nr'}
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El valor de x estd dado por la columna Vi, Un cdleulo suplementario per-
mite calcular y de la misma manera.

Como en los ordenadores actuales, el moline va a buscar en la columna
apropiada el dato que necesita para efectuar la operacidn en curso, y la reins-
cribe para que esté disponible para una operacién posterior,

4.4. Otro método de resolucion. La factorizacion LU

4.4, Otro método de resolucion. La factorizacion LU
e T L e T e e o

Aungue como hemos visto el método de Gauss representa una mejora con-
siderable frente a la regla de Cramer, cuando el nimero de variables de un sis-
tema es muy grande, tampoco resulta operativo,

Parece natural la bisqueda de otros métodos de resolucidn basados en al-
goritmos programables que reduzcan considerablemente el tiempo invertido
por el ordenador,

Uno de estos métodos es la factorizacién LI, que consiste en la creacidn
de una matriz, llamada matriz L, que contiene informacién sobre las transfor-
maciones que es necesario realizar en A para convertirla en una matriz triangu-
lar superior U, para poder, mediante esa informacidn, resolver el sistema por el
método de Gauss.

4.4.1. ﬂbtencmn de Ia matnz L

Sea el sistema AX = 8 (A de orden n) que se va a resolver por el método de
Gauss. Se prepara la matriz A de modo que tenga el elemento a;, # 0, para que
de esta manera las (nicas operaciones elementales que haya que realizar para
transformar A en la matriz triangular superior U, sean sustituciones de filas por
su suma con otra multiplicada por un determinado mimero, es decir, que no sea
necesario efectuar intercambio de filas.

La informacicn sobre esas operaciones elementales necesarias para trans-
formar A en la matriz triangular superior U/, se va a guardar en una matriz 1la-
mada “malriz L."” para que el ordenador lo pueda utilizar siempre que sea nece-
sario, por ¢jemplo para resolver al mismo tiempo distintos sistemnas con la
misma matriz A y términos independientes distintos,

La matriz L se va a crear a partir de la matriz unidad / del mismo orden que
A, de la siguiente forma;

En el proceso de obtencidn de la matriz triangular superior U a partir de la
matriz de coeficientes A = (ay), por cada transformacidn elemental que supon-
ga la sustiucidn de la fila i por su suma con la j multiplicada por o, en la ma-
triz unidad I se cambia el cero que ocupa la posicién (i, j), por —a.,
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Por ejemplo, si en A se sustituye la segunda fila por su suma con la prime-
ra multiplicada por 2, entonces, en la matriz unidad / el cero que ocupa la posi-
cidn (fila 1, columna 2), se cambia por —2.

G A AR I A
Ejemplo 4.4.1.

L —
Lo
fads L
i

Constriyase la matriz L de la matriz A = (_

Solucidn:

Sustituciones necesarias para transformar A en la triangular superior U

} D] 1. 2. 12-1\ , 12~
A=|-1 23 |10 44] 2[00 44| 2|04 4|=U
) e ] e 00-6

1 0 0}

Se parte ahora de la matriz unidad J = g ‘]:' ? en la que se van a hacer

los siguientes cambios, uno por cada una de las transformaciones anteriores:

Transformacién 1: Sustitucién de la fila 2.°por su suma con la 1." multipli-

cada por 1. .
Cambio inducido en I: El cero de la posicidn fila 2, columna 1 se sustituye

or =1,
i Transformacién 2: Sustitucién de la fila 3." por su suma con la 1." multipli-
cada por 3.
Cambio inducido en I: El cero de la fila 3, columna 1 se sustituye por 3
Transformacién 3: Sustitucidn de la fila 3." por su suma con la 2." multipli-

cada por 7/4,
Cambio inducido en /. El cero de la fila 3, columna 2 se sustituye por <7/4.

Matriz L. obtenida:
100 100 100y . (100
T=ln1 D=tasl=1 1 0]-2a~1 1 O} —La(=1 1 O|=L
001 00 1 50 1 3-7/4 1
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En el ejemplo 4.4.2 resolveremos el sistema,

Hay que observar que la matriz L es triangular inferior, con todos los ele-
mentos de la diagonal unos y, obviamente, sélo podri utilizarse este procedi-
miento cuando la matriz A sea regular,

FACTORIZACION LU DE LA MATRIZ A.
La matriz L, construida de esta forma, tiene la siguiente propiedad;

A T L e e e e T 1)

4.4.2. Proposicion

Pa_r_a toda rn_alrjz regular A, se verifica A = LU, donde [7 es la matriz triangular su-

-perior deducida de ella mediante transformaciones elementales en sus filas que
supongan silo Sust:llu{:ufln entre cllas, v L es In malriz £ (:urr::sl:r&ndmnlc ad ;ch n
la deﬁmmdn anterior -

Demostracion:

5i para pasar de la matriz 4 a la matriz triangular superior I se han tenido
gue hacer n transformaciones elementales, se puede expresar £, ... FaE A =
= U, siendo E; la matriz correspondiente a la transformacion elemental | -Esima,

Sabemos que existe £, por tanto, A = E;' Ey .. BV E;'U.

: Sdlu qu&da comprobar que Ta mdlri? f de A es, precisamente L = E7' E,”...
 ENE queequivalea L=E' E," ... EJ\E;'LL

Esta comprobacidn es sencilla recmdundu lo que son, tanto la matriz L co-
mo cada una de las inversas de las matrices elementales,

Para cada operacién elemental que suponga sustituir en A Ta fila { por su
suma con la fila f multiplicada por @, la matriz elemental correspondiente £
es la que se obtiene de [ al hacer la misma operaci6n, y la matriz inversa E'
es la que se deduce de f sustituyendo la fila ¢ por su suma con la fila j multi-
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plicada por —a (transformacién elemental que deshace la transformacidn rea-
lizada por E).

Si se repasan todos los productos, primero E;'l, luego E;\ E;'l, y asi suce-
sivamente se observa que se van construyendo los elementos que tiene la ma-
triz. L.

Se recomienda al lector que constate esta observacin.

[0 Lttt e L, TR e
Ejemplo 4.4.2
1 2-1
Compruébese que para la matriz A =| -1 -2 ng se verifica que A = LU.
3 -1-=

Es la matriz del ejemplo anterior 4.4.1, donde ya se hallaron las matrices [/

y L correspondientes,
1 0 0
; L=|-11 0
3-14 1

1 2-1 1
A=|1 23}, =0
3 -1-2 0

Se verifica A = LU

Hay que observar que aungue, efectivamente, una matriz regular A se fac-
toriza en LU de la forma anterior, es decir, como producto de una matriz trian-
gular inferior por otra triangular superior, sin embargo esta factorizacidn no es
tinica. Por ejemplo, la matriz anterior también es el producto de estas dos del
mismo modo iangulares,

2
4
0

&Ll

A={m-(%ﬂ) si k0
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IS 00V A 2 M Bl US4 - T A e e e e SR 1|
4.4.3. Resolucion de sistemas mediante
factorizacion LU

Para de resolver el sistema AX = B utilizando la matriz L, sélo hay que
efectuar las transformaciones que se indican en la misma para transformar la
matriz de términos independientes B, y después mediante sustituciones resol-
ver el sistema equivalente obtenido,

Lﬂm&ummm:::.m
Ejemplo 4.4.3

X + 1:] — X3 = 3
Resuélvase mediante factorizacion LU el sistema < —x; + 233 — Jxy = 13
3x.—x:—1x:3=—5

Solucién: ¢
1 2.1 3 !
Esel sistemaAX =8 talqueA=|-1 2-3|;:;8=(13|; A es la matriz 1.-
3-1-2 -5

de los ejercicios anteriores para la que ya calculamos U = ) y
1 0 0

L=|-1 1 0
3 -7/ 1

Los elementos de L situados debajo de la diagonal indican las transForma-
ciones a realizar en B, que recordemos son las que se efectian en A para obie-
ner la triangular V. Realizdndolas en B se obtiene:

3 3 3 3
B =(13]l—;(|a)%( 15)%(16 ) =C
=5 -5 -14 14

[N R
[=TF - &1
bbb
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4.4. Otro método de resolucion. La factorizacion LU

4.4.4.

214

El sistema transformado es UX =

X + 2}[1 =y = 3
o dy; —4x, =16
by =14

En este sistema, por retro-sustilucidn se halla la solucidn:
n==83, x=53, x=-773

La utilidad de la factorizacidn LU es especialmente significativa cuando la
informacidn contenida en la matriz L debe utilizarse varias veces, por ejemplo
cuando han de resolverse varios sistemas con la misma matriz de coeficientes
y distintos términos independientes.

Posibles errores en el cdlculo de sistemas
por ordenador. Matrices mal condicionadas

Al realizar cdleulos algebraicos con ayuda de ordenador, puede suceder
que se comelan errores debido a la pérdida de cifras que no siendo significati-
vas en un principio, al ser arrastradas en cdlculos posteriores, pueden llegar a
originar resultados muy diferentes a los correctos.

Por ejemplo, si a un ordenador se le pide calcular 1/3, el resultado que
ofrecerd no se corresponde con el valor exacto, sino que dard 0,33 o bien 0,34
y en ambos casos comete un error de redondeo que en el arrastre para poste-
riores operaciones pueden dar lugar a resultados muy exirafios.

En ciertos sistemas de ecuaciones lineales, cuando se resuelven con ayuda
informdtica ese problema puede reflejarse de una manera muy significativa,

tiene por solucion x; = 0, x; = 10.

Por ejemplo, el sistema X +x3=10
U.Dﬂ]ﬁ:. + X = 10

Ahora bien, puede suceder que teniendo en cuenta los errores de redondeo

L t+x= 10
X+ 0,000+ 10"

donde la variacion en los coeficientes de la se gunda ecuacion es insignificante
de 0,001 y sin embargo la solucién del nuevo sistema es £ =10, =0, que m
muy diferente de la real.

}os sistemas de este tipo, es decir, aquellos en los que una variacitn pe-
quefia en los coeficientes produce una gran variacién en los resultados, se lla-
man sis temas inestables o mal condicionados. La matriz A de los sistemas de
esle tipo es una matriz mal condicionada.

Es ncflzmariu tener ciertas cautelas con los programas que se disefian para
resolver sistemas de esas caracteristicas, y establecer condiciones que corrijan
las desviaciones que se puedan originar,

Una forma de correccion es lo que se llama cambio de escala, que consiste
en mu}liplicar por un nimero grande la ecuacidn del sistema con alguno de sus
coeficientes muy préximo a cero, para que asi el posible redondeo no influya
significativamente en el resultado.

_ Por ejemplo, en el sistema anterior se puede multiplicar la ecuacidn que
tiene un_cusﬁcieme muy cercano al valor cero y viene arrastrada por redonde-
08 anteriores, por un factor que los incremente de forma significativa, por

X+ 2= 10 ;
1000x, + x; = 10gop " 94¢ &% equ-

se obtenga un sistema “casi igual” como es el siguiente: {

ejemplo 1000, resultando asi el sistema {

valente al primero.

Otro problema relativo a errores fque puede plantear el ordenador en un
momento determinado es el contrario al anterior, es decir, la obtencién de un
ndmero distinto de cero de un valor que sf debe serlo, Una forma de corregirlo
estla asignacidn de cero a esa magnitud en cuanto esta sea menor que un deter-
minado nimero muy pequefio (fijar la cota de error).

En general, la correccién de errores por problemas de redondeo son apli-
::a_bles ¥ pueden ser originales para cada situacién que se plantee. Los des-
crj[uslaquf son Unicamente dos casos frecuentes al resolver sistermas de
ecuaciones lineales, sin embargo pueden surgir otros de caracteristicas dife-
rentes para los que hay que aplicar medidas de correccién oportunas en cada
caso,
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A =iy

Ejercicio 4.1

216

Hallase el valor de @ que hace indeterminado el sistema
2xi+an=x3=0 ;
By —xz+axy=0 y, resuélvase para los valores enteros de a, si hay
Al + T+ 1Tx3=0

alguno.
Solucion;

Es un sisterna homogéneo con el mismo nidmero de ecuaciones que incdg-
nitas, por tanto, siempre es compatible.

Es indeterminado si el rango de la matriz de coeficientes A es menor que el
niimero de incépnitas. Es decir, sirgA <3 & 5i A|=0.

2 a -1
lAl=]| 1-1 a|=1la"-3la-52=0,paraa=4,a=~13/11.
11 7 17

‘21| + 4x-2 —-X3 = D
Para a =4 el sisterna es H—xp+ =0
e + Tap 4+ 17y =0

El rango de la matriz de coeficientes de este sistema es:

2 4-1
g ()= rg( 1 -1 4) =2 =es un sistema compatible indeterminado.
11 717

Para resolver el sistema se escoge un menor de orden 2 no nulo, por ejemplo

H ”——-—ﬁ:&ﬂ

Ejercicios

El sistema que resulta de eliminar de é] la ecuacién no contenida en el me-
nor no nulo anterior, es equivalente al primero:

1-[. + 412 —X= []
X=x+d=0
Haciendo x; = A y pasando al segundo miembro queda el sistema

2+ 4.1'1=.1
X —xp ==4]

de solucidn x; = — 5/24; x, = 3/24, que junto con x; = 4 es la solucién del siste-
ma pedido.

obchiaim el i e R L |

Ejercicio 4.2

i X+ X — ?.x_], =1
Se considera el sistema 2y = x3—x3=—1 , se pide:
Xy = 3X1 + ZIJ. =-3

a) Comprobar que (x, xz, %) = (0, 1, 0) 5 solucién del mismo,
b) Hallar el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado.
c} Hallar el conjunto de soluciones del sistema no homogéneo.

Solucion;

a) Para ver que la terna (x), xz, ) = (0, 1, 0) es solucién del sistema, es su-
ficiente ver que al sustituir dicha solucién en el sistema se obtienen tres

identidades:
0+1-0=
20-1-0=-1
0-3.1+ 20=-3
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b) Sistema homogéneo asociado

X+x=2y=0
2y ~xp=—x;=0
n=3n+ ;=0

Comprobamos previamente si es indeterminado mediante el teorema de
Rouché:

l 1

1 12
HJ=( 2 —l—t) s |Al=0; rg (A) = 2, algiin menor como 21

1-3 2

‘=—3¢D

Al ser rg(A) = 2 < n" de incognitas = 3, el sistema es indeterminado (tiene
soluciones distintas de la trivial).
Para resolverlo se elimina la ecuacién que no interviene en el menor distin-

X+x=-2n=0

to de cero, y se obtiene el sistema: i
¥ Dy, = i— s m iy T €8 equivalente al

primero.

X+x=2

Haciendo x, = A y cambiando de miembro, se obtiene
1I| —np= A

, Gl

ya solucién es:
X = ;'L, X = A.

La solucidn del sistema homogéneo es el conjunto de soluciones; (xy, x, x13) =

=4 X 1
= (A, 4, 4}, que también podemos escribir asi: x;l =1« x; =41 1
X3 = A X I

¢) En el sistema no homogéneo rg(A) = rg(A | B) = 2. Por tanto, es compa-
tible e indeterminado.

Ejercicios

Ej

Recordando que el conjunto de soluciones de un sistema compatible es el
conjunto de soluciones de su sistema homogéneo asociado mds una solucitn
particular del mismo, podemos escribir:

+ Conjunto de soluciones del sistema no homogéneo:

X2 0} = (0, 1, 0) + (4, A, ) = (4,1 + 4, A), que también se puede expre-

x 0 1
sar de la siguiente manera: | x; | =1 | +4( 1 |.
X 0 / 1

Calciilense los valores de a, b para los que las soluciones del sistema
ntap=1
1.1:| - 513 =2

Solucion:

, 500 tales que el valor de x; mds el de x; es 1,

El problema es equivalente a resolver el sistema que resulta al afiadir al sis-
tema dado la ecuacidn x, + x; = 1 que indica la condicién adicional,

Ntax =1
El sistema obtenido es < 2x, — by =2
N+in=1

Las matrices de coeficientes (A) y ampliada (4 | B) de este sistema son:

1 a0 la D)1
{.“.}=(’2 ﬂ—b)y{ﬁ!ﬂ}:(z ﬂ—b' 2)
110 11 011
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El determinante de A vale:
1 a 0

Al =2 0 b|=bl-a)=|Al=0parab=00da=1.
1 1 0

Para que existan soluciones el sistema ha de ser compatible, es decir,
relA) = re(A | B); analicemos por separado qué ocurre con los rangos de las ma-
trices en funcion de los valores de a y &

1
2
1

rp{A) = rg(A | B) = 2 para todo valor de a.

1
2
1

rp(A) = 1g(A | B) = 2 para todo valor de b,

l a0
. Sib=0={AlBY=12 0 O
1 10

11 0
l. Sia=1={AlB)=|2 0 -b
i |

Por tante, el sistema cumple la condicién adicional indicada, sia=16 b=1.
T R T I
Ejercicio 4.4
Sea A una matriz cuadrada de orden 2. Demuéstrese que la condicidn nece-
saria y suficiente para que A sea singular es gue exista otra matriz coadrada M
de orden 2 no nula y tal que AM =0,

Solucidn:

Vamos a ver primero la implicacidn: A es singular = Existe M # 0 con
AM =10,
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% _ [ én ap i
En efecto, sea la matriz A = ( aay ﬂn) singular.

51 A es singular, el sistema homogéneo AX = (”“ a”)(x' ] = { a ) tiene
g dg ) Xy 0

soluciones distintas de la trivial porque |A|=0 = rg(4) < ndmero de incdgni-
tas=12.
o L 0 . . ; ;
SeaC= ey | % g | una de las soluciones, es decir, se verifica

ap ey + ﬂuf,‘;zﬂ ' o O 4
CyseaMlamatrizM=| ™ ue evidentemente
{ﬂzlf-‘t + apc; =10 ¥ cp 0 1

es una matriz no nula,

Por ser C solucitn del sistema, la matriz producto

AM = LT ) (o] i o apoy -+ e 0 - 00
ay A\ 2 LB a0 4 iy p/=taa

Veamos ahora que si A no es singular = No existe M # 0 con AM =0.
Utilicemos la reduccidn al absurdo:

Supongamos que A es regular, entonces existe la matriz inversa A™.

SiAM =0 =A"AM = 0. Es decir, M = 0.

[ e A U I R
Ejercicio 4.5

Aplicando el teorema de Rouché, analicese la compatibilidad del sistema

ax+y+r=a
x+y+az=a paralos distintos valores de a.
Tk y+2az=12
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Solucién:

Cileulo del rango de las matrices de coeficientes (4) ¥ ampliada (A18):

all all a
{AJ=(II l);(ﬂilﬂ}:(l lala
11 2a 1 12a| 2
a 11
lAl=|1 1 a|=ala-1% lAl=0paraa=0,a=1.
1 1 2a

Analicemos cada caso por separado:

0
0
2

rg(A) = 2; rg(A | B) = 3, el sistema es incompatible.

1
1
2

1g(A) = 2; rg(A | B) = 2, el sistema es compatible e indeterminado,

011
Paraa=0,(Al8)=| 11 0
110

111
Paraa=1,(Al8) = Il1i 1

Paraaz0ya#1,alser [Al20 =rg(A) =rg(A|B) =3, el sistema es com-

patible y determinado.

P
Ejercicio 4.6

Sea el espacio vectorial real Vy E = [, &, 73] una base dc! mismo, Se
considera la familia de endomorfismos [f] determinados de la siguiente forma:

f&)) = ag, + bé; + be,
_ﬂ?ﬂ = bEL + ady + bE]
ﬂEﬂ = bE. o= b‘?: + tﬂ!:]
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Ejercicios

Se pide determinar:

a) Valores de a, b para los que fes biyectiva,
b} Para los endomorfismos no biyectivos, analizar si el vector T = 3¢, — 38,

pertenece al conjunto Im{f), siendo f cualquier endomorfismo de la fa-
milia dada.

Solucidn:

Expresion analitica de la familia de endomorfismos, en la base £:

M ab by {x
B |=|babllx
¥a bbhallxn

que corresponde al sistema de ecuaciones lineales

Y = ax, +b11+£11'_'|,
y;be|+ﬂ.I2+hI_'|,
¥y = bxy + by + axy

X by
donde X = x; | e ¥ =| y; | estdn expresados en la base E, y iX) =T,
Az Ya
abb .
Determinante de la matriz A de la familia: 1A|=|b a b | = (a + 2b)(a — 0)°
b ba

IAl=0paraa=-2b,a=b.

a) Los endomorfismos biyectivos son aquellos cuya su matriz es regular.
Es decir, para a # -2b y también a # b,

b) Analicemos los no biyectivos. Valores dea=-2bda = b.

Se supone que b # 0, en caso contrario no existe el sistema,

El vector i pertenece a Im(f) si el sistema que define la aplicacidn es com-

patible, es decir si:
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

3
rg(d) = rg(A | B), siendo B = (—3 ) .
0

Analicemos cada caso.

-2bb b
Sia=-2brgfA)=1g| b-2b b | =2porque b0, yrg(dl|B)=
b b

=28 b6 b 3
=rgl b-2bb |-3|=2
0

b b-2b
El sistema es compatible, existen vectores gue son anliimagen de @, es de-
cir: i € Im(f} para cualquier f perteneciente a la familia,
g
3 |=2
]

El sistema es incompatible, @ ¢ Im{/) para ningiin / perteneciente a la fami-
lia,

bbb bbb
Sia=brglA)=rg| b b b|=1L1gAlB)=1g b b b
bbb bbb

RIS SR TR AR

Ejercicio 4.7

X+3y+z-r=2

(ompruébese la compatibilidad del sistema {‘lr +Ty+dz-Bt=1 yre-

x+y+2r+i=1

suélvase por el método de Gauss cuando sea compatible.

Solucidn:

— ] L
b L =

|
e ik

1
Matriz ampliada: (A |B) = (2
1

o
o
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Ejercicios

1

rgd = rg(A | B) = 3. Por ejemplo, es | 2 =30
|

— ]
Fad L —

El sistema es compatible e indeterminado al ser 4 el n® de incognitas.
Haciendo ¢ = 4 y pasando en cada ecuacidn al segundo miembro el suman-
do que lo contiene, se obtiene el sistema con tres incdgnitas

r+3Iy+z=2+A
2¢ 4 Ty + 3z =1+ 44, que es de Cramer, con matriz ampliada (4 1 B) =

x+y+2z=1-1

131 |2+4
=[2 73 |1+44].

112 (1=21

Mediante transformaciones clementales en las filas se obtiene;

1 13112+ 21
AL bR R R o T R
12 1= 2

5 IS Bl 240K 3 1 312+ 4
—0 1 1|3+ |—|01 1|-3+21]|=(UIC)
(0—21 —1—11) (uu3_1+2,1)
{x+3y+z=2+l
que corresponde al sistema y+z=-3+121
Jr=-7+21

=7 +21

Utilizando 1a retrosustitucidn, de la tercera ecuacidn =z =

472

sustituyendo en la segunda y =3 + 21—z =

LN T

Lty



4 Sistemas de ecuaciones lineales

: , ; 19 -114
y por dltimo, en la primera ecuacidn x =244 -3y -z = a
19-114 41 -2 ~T+24
La solucitn es: x = Ty Py B s
3 3 3
i e S L R S R
Ejercicio 4.8

Calciilense las ecuaciones paramétricas y cartesianas del subespacio de R’
generado por los vectores {(1, 0, =1}, (2, 1, 1}].

Solucitn:
. . 1 0-1
El sistema [(1, 0, -1}, (2, 1, 1)} es libre porque rg 2 1 1 =17,
Los vectores del subespacio pedido son los vectores (x;, xz, x3) que depen-

den linealmente de los vectores del sistema generador. Por tanto, el subespacio
vectorial generado es: [{x), X3, x3) = (1, 0, =)+ 5(2, 1, IV e, f & R}].

Xy | 2
Bs decir, los vectores que verifican: ( X3 ) = ( [I) + 1 ( 1 )

X | 1 1
Para que los vectores que hay a ambos lados del signo “=" sean iguales,
n=a+2j
han de ser iguales coordenada o coordenada & < x = , que son las
n=-a+f

ecuaciones paramétricas.

Las ecuaciones no paramétricas o cartesianas son las que resultan de elimi-
nar los pardmetros en el sistema anterior. (Recordemos que el nimero de ecua-
ciones cartesianas de un subespacio es el nimero de incégnitas menos la di-
mensién del subespacio, es decir: 3 — 2 = | ecuacién.)
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Ejercicios

) n=da+ Zﬂ
Elsistema < xz=  f§ esequivalente al sistema lineal homogéneo

n=-a+ g
a+20-x=0
fA-x=0

—a+f-x=0

Para que este sistema homogéneo tenga solucion distinta de la trivial, es

_ 12 -x 1 2 —x
necesarioquerg( 01 —g | =2« | 01 —x|=0 & x 35 +x5=0, quees
=11 —xy 1 1 —xy

la ecuacidn cartesiana pedida.

VIR R BT T 5]
Ejercicio 4.9

Hallesz la factorizacién LU de la matriz A = ( ; j) i

Solucién:

+ Obtencitn de la matriz L

Sustituciones necesarias para transformar A en U triangular superior.
I -l 1-1
A3~ (on) -

La dnica sustitucién es: 2* fila por su suma con la 1" fila multiplicada por 3.
La matriz L es por lo tanto la que resulta de cambiar en la matriz unidad [
el cero de la fila 2 columna 1 por +3 (el multiplicador cambiado de signo):

L=(; ?)
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

# La factorizacidn LU de A es, por tanto:

":LU:(_}; ?) ({11 jj),

s b et s e T E s |
Ejercicio 4.10

228

Resuélvese el sistema A'X = B mediante el cdlculo de la matriz L de A,

1 0-1 6
siendoA=[1 1 1|yB=|18].
1 -1 0 0

Solucion:
¢ Cilculo de la matriz L:

Sustituciones necesarias para transformar A en una matriz triangular superior.

1 0-1 1 04 1y 1 0-1
A=l1 1 1]1=Lsl0 1 2)<235(0 1 2]|2%{0 1 2|=v¥
1 =1 1=l & 0-1 1 00 3

1. Sustitucién de la 2." fila por su suma con la primera multiplicada por 1.
2. Sustitucidn de la 3." fila por su suma con la primera multiplicada por —1.
3. Sustitucidn de la 3." fila por su suma con la segunda multiplicada por +1.

que corresponden a los siguientes cambios en la matriz identidad I

|. Cambio del 0 de la posicitn (2, 1) por 1 (opuesto del factor que multi-
plica).

2. Cambio del 0 de la posicidn (3, 1) por 1,

3. Cambio del 0 de la posicidn (3, 2) por -1,

Ejercicios

A partir de [ se obtiene la matriz L:

1 00 100y . ol 1 00
Tl 1T 0 jalslr 1 ol2st110 | -2=|1 1 o]=L
1 01 001 101 1-11

+ Para resolver el sistema se utiliza reiteradamente la informacion existente
en la matriz L:

1. A’ =Bse EXPIresa como A(A’X) = B: haciendo A*X = ¥, queda el siste-
ma AY = B que se resuelve por el méiodo de Gauss. (Hay que transfor-
mar primero 8.)

Sistema AY = B. Mediante la informacion contenida en L el vector B se
transforma en C,

(8] (3] () (3
B=|18| —| 12| —> (12 ] —=( 12
0 0 -6 6

El sistema equivalente a AY = B es UY =C.

1 O0=1Yfw 6 8
01 2]l yw|=|12],desoluciénY=| 8
00 3/\m 6 2

2. Una vez hallado ¥, A’X = ¥, se puede expresar de la forma A{AX) = ¥, y
haciendo AX = Z se resuelve AZ =Y,

=C

Sistema AZ = ¥: con la informacién de L la matriz ¥ se transforma en D
8 . 8 3 8\ , 8

F={8 |— | O |—| O]|—=]| O =D
2 2 -4 -6
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El sistema equivalente a AZ =Y es UZ=D.

1 0 -1v/ 2 8 ¥ 6
01 2|l z=l=| 0].,desolucibnZ=| 4
00 3/\x ] -2

3. Por tiltimo, conociendo Z puede hallarse X a partir de AX = Z.

El vector Z se transforma en £,

(314

El sistema equivalente a AX=Zes UX=E. LSRR R P o B el e R A i i P S 2 e et |
‘6 AT » - ' INTRODUCCION
k2 : : Y
(g {1} %)( i:') o (_Yﬁ) »gaadiicion &= ( _%gﬁ) 99 %3 X aciTRlon Aunque los griegos habfan reconocido ya que el espacio matemidtico o !
: abstracto es distinto del espacio percibido a través de los sentidos, la mayoria !
del sistema. de los matemiticos hasta alrededor de 1800 estaban convencidos de que la Ge- '
ometria Buclidea era la dnica y correcta idealizacidn del espacio fisico sensi-
ble.

La razdn es que un vector geométrico como segmento orientado sirve para
| modelizar muchas aplicaciones en Fisica, como as{ también los términos lonti- !
gud y dngulo.

Esta profunda conviceidn en el valor absoluto de la Geometria Euclidea !
queda claramente de manifiesto o través de los muchos intentos de basar la ’
Aritmética, Algebra y Andlisis, cuyos fundamentos 16gicos eran bastante os- '
curos en la Geometria Bucliden, y garantizar asi la verdad y consistencia de

* estas dreas de la Matematica. '

Por otro lado, la introduccidn de las coordenadas por Descartes y Fermat y
el desarrollo de la Geometrfa Analitica, hicieron que los métodos algebraicos '
y analiticos pasaran a dominar la Geometria de modo casi exclusive. Sin em-
bargo, poco a poco, empezaron a surgir voces para reivindicar los métodos ge-
ométricos puros (la Geometria Sintética), cuya elegancia y claridad habian
cautivado a tantos matemdticos en el pasado. Muchas de las objeciones a los i
métodos analiticos en Geometria se basaban en la pérdida de significado geo-
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

232

métrico que conllevaba su uso, diluido en los cada vez mds engorrosos y largos
cilculos.

Esta reaccion contra los métodos analiticos se hace cada vez més intensa.
Asi, Carnot proclama su deseo de “liberar la Geometria de los jeroglificos del
andlisis",

El movimiento hacia la Geometria Sintética, iniciado a finales del XVIII y
encabezado por figuras como Monge y Carnot, va a tener como consecuencia
la clarificacidn de las distintas nociones geométricas y, en particular, la crea-
cidn de la Geometria Proyectiva como una nueva rama de las Matematicas. El
principal innovador en este campo fue Poncelet, discipulo de Monge y Camot
gquien, sirviendo como oficial de Napoledn en la campaiia de Rusia, fue captu-
rado y pasd un afio en prisidn. Alli reelabord sus estudios geométricos sin ayu-
da de libros ¥ obtuvo nuevos resultados. Este hecho signified la ereacién de
una nueva disciplina: La Geometria Proyectiva,

El impulso dado a la Geometria por este nuevo punto de vista fue consi-
derable, y la Geometrfa Proyectiva se convirtié pronto en una de las ramas
mids activas y mds populares de las Matemdticas, Una de sus principales ven-
tajas era evitar casi completamente los cdlculos, lo que la hacia principal-
mente atractiva como tema de los primeros cursos de los estudios de Mate-
midticas,

Hacia 1850, los conceptos generales v los objetivos de la Geometria Pro-
yectiva y su diferencia con los de la Geometria Euclidea, estaban claros: sin
embargo, no se habia clarificado lo suficiente la relacidn légica entre ambas
geometrias. Fue Von Staudt, quien desarrelld las ideas para liberar la Geome-
tria Proyectiva de las nociones de longitud y congruencia. A través de sucesi-
vos trabajos en 1836, 1857 y 1860, Von Staudt consiguid desarrollar la Geome-
tria Proyectiva independienternente de la nocidn de distancia. De esta manera,
se puso de manifiesto que la Geometria Proyectiva es previa y mds general que
la Geometria Euclidea, al tratar propiedades cualitativas y descriptivas de las
fipuras geomélricas,

Por otro lado, los gedmetras “algebraicos™ pronto se apercibieron de que
también era posible utilizar los métodos de la Geometria Analitica en la nueva
Geometria. Asi aparecen las que hoy conocemos como coordenadas homogé-
neas, que alcanzan su pleno desarrollo con Plicker.

Los estudios relativos a olras geometrias han continuado hasta nuestros di-
as sin que Geometria Buclidea haya perdido su vigencia,

Introduccion

En esta linea, hay que destacar los trabajos de Cayley; en ellos trata de de-
finir un producto escalar que generalice el usual, y emplear las formulas habi-
tuales para definir dngulos y distancias. Este proceso es también el utilizado al
definir una métrica y es el que se sigue en la actualidad para definir axiomati-
camente el Espacio Buclideo,

- La extensi6n a espacios de dimension infinita fue llevada a cabo por Hil-
bert y su escuela, introducen formalmente el lenguaje geométrico habitual del
espacio de Hilbert: ortogonalidad, teorema de la proyeccién ortogonal, bases
ortonormales, ete. Sin embargo, la formulacién axiomdtica del espacio de Hil-
bert general se debe a 1. Von Neuman (1929-30), en sus trabajos decisivos so-
bre Ia fundamentacidn matemdtica de la Mecdnica Cudntica.
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Organigrama

CAPITULO 5

Producto escalar. Norma. Espacio euclideo

${Como se determina
un producto escalar?

Matriz de Gram

Vectores ortogonales,
Sistemas ortogonales,
Bases ortonormales

LExiste base ortonormal
en un E. V euclideo?

Método de ortonormalizacidn de
Gram-5Schmidt

Subespacios vectoriales ortogonales,
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

S.1. Producto escalar de vectores y espacio euclideo

5.1. Producto escalar de vectores y espacio
euclideo

BRIt TSP ST S P At ¥ P ek T e deT e b

El concepto de vector geométrico como gegmento orientado, se relaciona
generalmente con las aplicaciones en fisica, igual que los términos longitud y
dngule. Sin embargo, en el lenguaje de los espacios vectoriales abstractos estas
palabras no figuran en lo que hemos visto hasta ahora.

En este capitulo veremos cdmo, dotando al espacio vectorial de la opera-
cién llamada producto escalar, se pueden Hevar al terreno de lo abstracto las
nociones de longifud de un vector y de dngulo entre dos vectores.

Volviendo a los vectores geoméiricos, recordemos que el producto escalar,
tal como se estudia en fisica, se define de la siguiente manera:

X 7= % |¥lcos (%, V)

donde |%| es el médulo o longitud del vector X, |7 es el médulo del vec-
tor ¥, y cos(X, ¥) es el coseno del dngulo que forman los vectores X e 7, por lo
que el resultado es un niimero real,

M

&5

Estos entes matemdticos son s6lo un caso particular de la situacién general
que estudiaremos a continuacidn, cuando generalizamos el concepto de pro-

ducto escalar para un espacio vectorial cualquiera,

238

5.1.1. Definicion de producto escalar
de dos vectores

T Ty e
T B A T e i Ty

Sea V un espacio vectorial real en el que se considera una aplicacién, tal que, a
cada par de vectores @, ¥ de V le hace corresponder un nimero real,

Dicha operacién es un ucto escalar, que se denota como B -7, 5i VR T = Vy
WA € I se verifican los siguientes axiomas:

. B v=¥% 1.

2. (AW -F=A@-V).

Jo@ +m) ¥ +H T

5.1.2. Definicion de espacio vectorial euclideo
e e L e i T W OHE TR S S P eare]

Se Jiam.'_l espacio vectorial eyclideo a todo espacio vectorial real provisto de un
producto escalar. ' i :

T P G e
Ejemplo 5.1.1.

Sean dos vectores de R* : & = (x,, x); ¥ = (3, yo). Estidiese 5i & - ¥, defini-
do como & - ¥ =y, + 334, es el producto escalar usual.

Para comprobar si es espacio vectorial euclideo, o no, serd necesario verifi-
car s1 se cumplen los axiomas lo que definen.

L -V=xy +xy =LYty =V-u
2. (A\) - V= (Ax;, Axz) - (v, ya) = Ay, + Axzya = Alxy + xp) = Al - V)

3o [f + W) - V= [(x, x2) + (&, 2] - O, ya) = Oy +XL ) (v, ) =
= (0 X0+ (o + 2Dy = (oy + xgn) + K+ =0, -V+0,- 7
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo | 5.1. Producto escalar de vectores y espacio euclideo

|
| iR T |

4, T-T=x0 + 50 =x +x; > 0 excepto si x; = x; = 0, en cuyo caso serfa 3

i ; | Ejemplo 5.1.3 =
i-f=0 i s
; En el espacio euclideo definido en el ejemplo anterior, hillese el producto
Luego la aplicacidn dada es un producto escalar. escalar, sip(x) =x; glx) =1 -x.
1 ] |
plx) - glx} = Lx(l — x)dx =L (x—xDdx= [% : n%fl = 1/6.
)
izl me s e

Ejemplo 5.1.2

En &l espacio vectorial ¥ de los binomios de primer grado:

1
V=lax+b/a bel),se define la operacidn: p(x) - glx) = L plx) gix)dx, Ve- |
rifiguese que la operacidn dada es un producto escalar,

Solucidn: ‘
] 1
L. plx) - glx) = L plx) - glx)ede = L g(x) - px)dx = g(x) - plx) |

2. (pC) - 9 = [ 4p0o) - gl =2 [ p() - a0 = Apx) - g0] |
3 [pux) + pa(x)] - qlx) = LI [a(x) + palx)] . glx)dx =

= [P - g + [ pao) - gt = i) - 4 + pa) - 0

4. px) - p@ = [ p) - plarr = [ (pIY d
Como p(x) = ax + b, resulta:

pix) - plx) = ﬂ (ax + BY dx =

Lk o]
_‘ - (ax + b) L_

3 BT 2

T 2 2 z
& +3ab+3b :-%—{a+ 32&« ) +[v§b) b
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

5.2. Norma de un vector y angulo entre dos
vectores
3 A T D W R B I P e APy

Si recordamos la definicidn dada para el producto escalar de vectores geo-
métricos:

I-¥=1Z11¥| cos(x, 7)
podemos obtener el médulo (longitud) de un vector, de la siguiente forma;
-X= 121Xl cos (0) = |X|=VZ %, pues cos(0) = 1.

Generalizando la definicién anterior para el caso de un espacio vectorial
euclideo, se puede dar la siguiente definicidn:

e A TS e e S e T b T D I T B T 5]
5.2.1. Definicion de norma de un vector

Se llama nomma de un vector X, pert_en_ﬂ:ienl:e @ un espacio vectorial euclideo Via®
la rafz cuadrada positiva del producto escalar ¥ - ¥ (se denota como |1} | %l =

Observemos, que como X - ¥ 2 0, siempre existe |E(l.

RN L T T VSRR T 1

Ejemplo 5.2.1

Determinese la norma del vector i = (x,, x2), que figura en el ejemplo 5.1.1,
correspondiente al producto escalar que allf se define.
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5.2. Norma de un vector y angulo entre dos vectores

S{:—lu'ciﬁn:

NEN=VE-E=VE+ 2

SO b g G

alle
.

iEjeranu 5.2.2

Dctf.:r;ninese la norma de los vectores p(x) = x: gix) =1 —x, de acverdo con
la definicion de producto escalar dada en el ejemplo 5.1.2,

Solucidn:

lple)ll=, LIJ:"‘ dx =-“TT!]‘I-—- ?I;
rlth:|1|=,}f(1 -x}l!d.x=”| 1--;—“ -z = ?I'é'

L B S T A R R
5.2.2. Definicion de vector unitario

Se ;ilscjnli-..quc un vector es upitario o pormalizado cuando sunorma es igual a uno =
ellull=1 . vl ' .

Podemos ver que dado un vector T, no nulo, el vector i =—

&5 unitario,

el

=|

ya que: r|m|*=ﬁ'-n'=( u J(_“_)z A 1
=/ \iau/  nae pan®
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

-y oy i i e T
[ e B T S T T T R T R T e S

5.2.3. Propiedades de la norma

Dados dos sectores T e 7 del espacio vectorial euclideo ¥V y VA4 € [ se cumplen
las siguientes propiedades de la norma:

Lo Axfl=Alx
2. 1.7 s=MFN Desigualdad de Schwartz.
3. fx+ 5 IF]+HIF Desigualdad de Minkowski. (Desigualdad triangular)

Demostraciones:
1=V D G =VAZ-D=4| =]
2. Desigualdad de Schwartz,

®-3l<z01¥

§i¥ =067 =0, no hace falta demostrar nada, lo tinico que se escribe es
0=0.

- o ¥ X y ,
SiT20y¥ 0, sean¥i= — e Y Wy e = ——— B85 EVI-
R S : Ixﬂ u I EIRNEL
dente que ¥, ¥; € V, por tanto, ¥, - $; 20y ¥ - Wzl
' )a . y XY
- =
(JAII ||}r'|| IIin vl I‘IE H:fll Itxllllrli
XX oy _ x5y
. =] = 1, podemos escribin 24+£2 ————
=R BE " EIEL
Xy _
Y | 2e 2%y x(] 7]
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5.2. Morma de un vector y angulo entre dos vectores

3. Desipualdad de Minkowski.
IZ+F P =E@+7)-E+P = I+ IFIP +2- 9

Aplicando la desigualdad de Schwartz resulta: 1%+ 311 < Iz + I F)* +
+2IZMIF1 = (=N + UF1), y extrayendo la rafz cuadrada, obtenemos la de-
sigualdad de Minkowski: |E+ %Il < =N+ 7.

Si ahora expresamos la desigualdad de Schwartz: |%- 7| < lIZIIFI en la
forma equivalente:
~NEMNFN =% -7 < IZNIF], y suponiendo que [|Z], 7] # 0, dividimos por
1Z1 I ¥ llobtenemos:

1% —
I=unyi

Podemos ver que el cociente anterior toma los mismos valores que el cose-
no de un dngulo. Ademds para ¥ = ¥ se tendria un dngulo igual a cero y el valor
del cociente anterior resulta igual a uno.

Aungue, en general los vectores del espacio vectorial euclideo V no serdn
vectores geométricos, las consideraciones anteriores permiten llegar a la si-
guiente definicidn:

5.2.4. Deﬂnh:mn dﬂ' coseno de.l' angul'o entre dos vectores

" Dados dos vectores no nulos ¥, ¥ pertenecientes a un espacio vectorial euclideo V

ga deﬁne cumﬁ.ﬁgﬂﬂﬂ.m entre dichos vectores a:'casﬁ. ¥ i m

(R e e e e m |

Ejemplo 5.2.3.

Calcilese el coseno del dngulo que forman los vectores p(x) = x
glx) = 1 —x, para el producto escalar definido en el ejemplo 5.1.2, teniendo en
cuenta los valores obtenidos en los ejemplos 5.1.3 y 5.2.2.
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

Solucidn: -

cos (p, q) = P g = 15 = l
U phngh  anmaNy 2

5.2.5. Definicion de ortogonalidad
o A A T T S M i SN T sy Hiai s b e ]

Dos

siendo ¥, ¥ distintos del vector nulo.

vﬁcm] g5 ¥, ¥ son ortogonales & El pmducln cacalm X y e.x 1gual & r:.tro
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De acuerdo con la definicidn anterior, para que dos vectores sean ortogona-
les debe cumplirse que cos(E, ¥) = 0. Esta definicién coincide con la dada para
perpendicularidad de vectores geométricos, en la que el dngulo que determinan
ambos vectores debe ser recto.

Observemos que se ha definido la ortogonalidad para vectores no nulos.
También podemos ver que el vector nulo es ortogonal a cualquier vector %, ya
que0-x=0.

Dados dos vectores de un espacio euclideo T, 7, se verifica:

IZ+5IP=@+5) (F+D=F-X+AZ-N+FF

pero si dichos vectores son ortogonales, es: X - ¥ = (), se obtiene la conocida ex-
presidn del teorema de Pitdgoras:

Nz + 1= 1z0*+ I31°

]
=i
e
|

5.2. Norma de un vector y angulo entre dos vectores

R R T T T

Ejemplo 5.2.4.
En el espacio vectorial euclideo R, con el producto escalar usual, determi-
nese un veclor que sea ortogonal a los vectores: = (1, 2, 1); ¥ = (D, -1, 1};
w={(1,1, 2
Solucion:

SeaX=(a, b, c) el vector a determinar.
Como X debe ser ortogonal a w entonces: - T=0 = a+2b+c=0
También debe ser ortogonal av: ¥ -v=0 = ~b+c=0.

Por tltimo, debe ser ortogonal a W: % - W=0 = a+ b+ 2c=10
Por lo tanto, el vector buscado debe ser 1a solucion del sistema:

a+2b+e=10
~b+c=0
a+b+2c=10

Sistema que tiene por solucién: a = 3o b=a,c=a = ¥= (-3, @, a), es
decir, el espacio vectorial generado por (<3, 1, 1).

Volviendo al caso de los veclores geométricos, de gran utilidad en fisica,
cuando se habla de la proyeccién de un vector sobre otro, en general se hace
referencia al médulo del vector proyeccidn, pero si lo que se requiere es el vec-
tor que se obtiene como proyeccidn ortogonal de un vector i sobre otro vector
¥, tendremos que determinarlo como la composicidn de & con otro vector # or-
togonal a v,

Sea W' el vector proyeccion de & sobre 7.

El médulo de & resulta: |1E'1l = |G cos (i, ¥) = -

=l
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v .
Multiplicando por el vector unitario de la direccidn de ¥ e se obtie-
(@ v
w1

ne el vector ' =

Es posible extender este concepto para cualquier par de vectores de un es-
pacio vectorial euclideo y decir que la proyeccitn ortogonal de un vector & so-
bre otro vector ¥ de dicho espacio es:

- (w.v) _

Proy u, = T v

¥

VTERR TR TN

Ejemplo 5.2.5.

Determinese el vector que se obtiene como proyeccitn ortogonal del vec-
tor p(x) = x sobre el vector g(x) = 1 = x, con la definicién de producto escalar
dada en el ejemplo 5.1.2 y teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los

ejemplos 5.1.3 y 5.2.2,
Solucidn:

AL 16
gl (1nv3)

1
Proy p, = 1{1—x}=? -—X
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5.3. Expresion del producto escalar en una base dada

5.3. Expresion del producto escalar en una base
dada

8 TR o AL S A i, i Sl L TR A .1 L e N |

Si V es un espacio vectorial euclideo de dimensitn n, y B = {8, &, ..., €.]
una base cualquiera de V, entonces, cualquier pareja de vectores ¥, 7 € V se
pueden expresar como:

Y=g+ X8 + ... + X0 V=YIE + Y282 + oo + Yol

Si conocemos los n* productos escalares & . & (para{, =1, 2, ..., n), el pro-
ducto escalar ¥ - ¥ se puede expresar de la siguiente forma:

x- ? = |:..1'|E|. + .IZEE o T I,E.} * {y,?; + Jr'zEz + ...t _}'.En}
Luegp, utilizando las propiedades del producto escalar:

X-F=xni@ - &)+ xnl@ - B + o+ x0aB - B + 0@ - B+
+xﬂr1{.?2 h E’l} + . "‘-‘-'2}’.-[?2 AR --~+1u}’|{'¢_'n &) +xﬂ.}'2Eﬂ *Ea) + l--+-xn_}'n{-'§u )

Si para todo §, j se denota el producto €, - & = gy, es posible escribir el pro-
ducto escalar X - ¥ de forma matricial:

En B - Ew) [N
TJ_?={1|IzJE,.] g!l 322 g!rr J'!

Bnt Bw2 oo Bon Yu

De manera abreviada se puede expresar como ¥ - § = XGY.
donde X e ¥ son las matrices fila de las coordenadas de los vectores ¥ e ¥, res-
i pectivamente y & es la llamada matriz métrica del producto escalar o matriz de
| Gram,
! Es un sencillo ejercicio demostrar que, para que la expresion XGY' repre-
sente el producto escalar de los vectores ¥ e ¥, respecto de una base dadla, es
condicidn necesaria y suficiente que se verifiquen las sipuientes condiciones:
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5 Producto escalar de vectores Bx-ﬂs io euclideo

W

{1. gy=gp Wi+ j(Lamatriz G debe ser simétrica).

12, gy >0, ¥i=j (Todos los elementos de la diagonal principal deben ser
positivos).

l 3. Bugjy—= gﬁ =0, 'ﬂll.‘]u

TR THT T
Ejemplo 5.3.1.

E! producto escalar de los vectores ¥ = (x), xz) & ¥ = (¥, ¥2) de un espacio
" enclideo hidimensional, referidos a la base 8 = (&, & | estd definido por:

ALY rf‘- ':-':‘ ' B Fmdny, + X+ X + xgn
4, o) LGCHTI 2424 G IVIN2T
PRLTY 1. Hillese la matriz que caracteriza a ese producto escalar y verifiguess
! L{’ = IJ y que cumple con las condiciones anteriorments expresadas,
GapL (& 0y 2. Calcilense las normas de los vectores de la baze.

3. Determinese el coseno del dngulo que forman log vectores de In base.
4, Determinese el producto escalar 7 - B, siendo T = (2, 1).

a) 5i la base primitiva B es la formada por los vectores & = (1, 0%
=0, 1}
1 1
b) hmhmﬂ‘dldupnrhsmm?.-(T.ﬂ};?‘z-{ﬂ.—i—}.

Solucidn:

py-{,r..x]j( f.;: E.:)(;;)"L’-’:Su"'mzl Il-ﬂl:*'l'ﬂn}(;l):'

= gy 4 oy + Fati Pt £alahs

Portanto, gn =4 gn=gn = gn="9= G-[‘: EII)
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& cumple Jas condiciones requeridas:

L ge=gu=1,
2, En =41=-ﬂ;1g;1=9 =0,
Y gu-gn-ga=49=120

2. Para caleular In norma de los vectores de fa base bastn hacer:

B =2 -7 =gu=4=17l=Vg, =2

N&:l' =2 - By=pgn=9= 5l =Vig=2

£ 8y B

3 cosfE F)e —— =
(L1 e R AT

1
ik
4. a) En la buse candnica & el vector § queda expresado como §i = 28, + &,

1mgu:E-H=UGLF-{2n(‘: .f,](f):{-; I]](?‘J'—-EQ.

‘]hmhi&n pedrinmos haber caleulade el producto escalar a partir de la ex-
presidn original.

h!! Como X - F =dxyyy + Xya + x93 + Buayy, si log vectores de la base B son:

T 1y
?|'Er=4.(?) +2.2L.CI+9.[]"=[

1 Fv=4 00 1 (L)z_
E’ﬁ:(?.ﬂ))'?’i:[ﬂ,%)d" . i

e 1 1 1
BB P == Ot — 2 0.04
: ,l 2 3 3+J.UI
+9.0, —=—
3 6



5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

Por tanto, la matriz métrica que caracteriza el producto escalar en la base

: ; 1 lfe
BesCG -‘—'(lm 1

Fn la base B' el vector Ti queda expresado como T = 42, + 323 =
1 ey 4 |
=~H-'ﬁ=[43)(”ﬁ { )(3]={9f21113}(3)-——29.

Como podemos ver, el valor del producto escalar es ¢l mismo, indepen-
dientemente de la base elegida.
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5.4. Sistemas ortogonales y ortonormales de vectores

5.4, Sistemas ortogonales y ortonormales
de vectores

T T I T I T RS TL Th AT ST P Y T ' -
L Ly (T T LT BVERRE T SR SRR DI e AT RE pP e S B R e R [ S e

Sea Voun espacio vectorial euclideo ¥ § un subconjunto de V, diremos que

§ es un gistema ortogonal si cualquier vector de § es ortogonal a todos los de-
mis vectores de .

L i i v Ao L S A e B A LT
5.4.1. Definicién de sistema ortogonal

El sistema § = ||y, @, ..., %,}] € Vesortogonal & & - G=0, Vi —‘

. b T T i W mﬂ] B v ok P,
5.4.2. Proposicion

5= [fy, Ty, 1o B, | €5 UN sisterna ortogonal de vectores no nulos = § es linealmen-
te independiente. :

Demostracion:

Sea § = (4, ¥y, ..., 8y} un sistema ortogonal de vectores no nulos, lal que,
A+ Al + ...+ A, =0cond; e |,
Por las propiedades del producto escalar:

(i + A+ AR = @+ 0+ +0=0=4,=0

De manera similar, comprobamos que 1; = 4y = ... = 4, = 0; luego los vec-
tores del sistema ortogonal § son linealmente independientes,

\ Si § es un subconjunto de un espacio vectorial euclideo con todos sus vec-
| tores unitarios se dice que es un gistema notmado.
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5 Froducto escalar de vectores y espacio euclideo

e e I Y i e P i ]

; E 4. 3 Deﬁmcmn de 5fstema narmado

| Lﬁ] sistema § = {7, Ta, ..., ) €5 normado =il =1, 15isn

5i un sistema de vectores S, contenido en un espacio vectorial euclideo, es
ortogonal y ademés normado, entonces se dice que es un sistema ortonormado.

A AT AP CLMA T

5 4 4 Defrmman de sas’tema ortﬂnormadﬂ

’
. e Q- iy

,| El sistema § = (H;, T, ..., Uy} €s ortonormado & &; - ; = {1' o !
| :
{
k

TR B b o s AN e |

'Egemplu 5.4.1.

En el sistema § = {1, senx, cosx] cuyos vectores son las funciones: 1,

sen x, cos x, se define el producto escalar de la siguiente forma:
Sy - glx) =f_ fix) . glx)dx.

a) Verifiquese que S es un sistema ortogonal,
by Encuéntrese un sistema ortonormado a partir de §.

Solucion:
a) Sik(x)=1; k{x) = sen x;, m{x) =cos x

i) ~k(x]=j:1 ~sen xdr= [—cnsx]l:-— 1=(-1)=0
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hix) + m(x) = J:: l cosxde= [scn x]: =0
E ; 4 1 1 ¥
k{x}-m{,x;i:[ 5en x-cnsxdx:j sen x disen x) =|—sen'x| =0
x - 2 -
Por tanto, el sistema es ortogonal.,

b} Para encontrar un sistema que, ademds de ortogonal, sea normalizado
es necesario calcular primero la norma de cada uno de los vectores dados:

||h(x}|||=\l_[:1.ldx =\/[x [ = Van
e =y Km“xdx=\/l% {x - senx - cos J:J]:

[|mi)|| = \)J_:cmix dx = )/H— (x + senx - cos x}l =Vx
El  sistema  ortonormado  (ortogonal  y  normalizado) es:

SCEII Lﬂﬂx
?-_-

e e 8 A L b 2 A S S L Y i el

Loy R Lt SR A B P |

5.4.5. Mei‘:ﬂdo de ortanurmnl:zacmn
. de Gram-Schmidt

Como el valor del producto escalar es invariante cualquiera que sea la base
considerada, ¢s conveniente elegir una base en la que dicho producto tenga la
expresion mis sencilla posible. Esta expresion la podremos obtener cuando la
matriz métrica (7 sea la matriz onitaria [, porque entonces: ¥ « 5 = X1V = 2y, +
+ Xa¥a + ... + XYy (Es decir, el producto escalar usual.)

Esto es lo que ocurre cuando la base es ortonormada.
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

Bases ortonormadas hay infinitas, pero el problema que se plantea es, a
partir de una base cualquiera del espacio vectorial euclideo, encontrar otra ba-
se que sea ortonormada. .

Este problema es ficil de resolver con el método de Gram-Schmidt, que
nos permite obtener una inica base formada por vectores ortogonales, que des-
pués se normalizan,

¢ Sea B = [&, 1, ... &,] la base primitiva y B = {#,, Wz, ..., Ba} la base orto-
ponal a determinar, .
¢ Primero formamos las siguientes relaciones:

1 =l =t

I L
)= 8 + il
4 = 8+ I + fali;

ﬁn o Eu + l‘1"IEI + -'1251 G o -:Ln—lﬁn—l

¢ A continuacién hallamos los escalares ey, ), A,, teniendo en cuenta que
debe ser & - % =0, Vi, j, tales que i # .,
= (¥ - &)
nh=ih G+l =0 -&+a( -§)=0=a=- W
Ty Wy =T - (B + Py + o) =Ty - &+ Bi() - W) + Bl - T) =0 =
& (W - &)
T Tl
Ty Ty =8y - (8 + Bully + Palia) = Ty B + il - W) + fallly - T} = 0 =

o EE:_:_'"ES}
~ A= EE

# A partir de estos resultados obtenemos:

E|=E’|
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Ejempl

o {H:'E]‘ B
T

P @ -2 = (- &) o
B T R

+ Reiterando el proceso, logramos encontrar los restantes vectores de la base
ortogonal, que de forma general resultarin:

(&) - By) & (T - &) = _Wj._n 'E*]H
R T L T R

b= € —

¢ Y para obtener Ja base ortonormada bastard dividir cada vector por su nor-
ma:

i E| E:, [
B%ﬁw mr”um&

Como las expresiones obtenidas anteriormente no son ficiles de recordar,

es preferible aplicar en cada ejercicio en particular el algoritmo estudiado de
forma general,

42

En el espacio vectorial euclideo del ejemplo 5.3.1, donde el producto esca-
lar de dos vectores X = (x,, x3), ¥ = (v, »,) estaba definido por:

X F=dny + xn + Xy +95,

vimos que la base B formada por los vectores g = (1, 0); & = (0, 1) no es
normada ni ortogonal. Se pide:

a) Mediante el método de Gram-Schimdt y a partir de los vectores de la
base 8, oblener una base ortonormada.
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

by Werificar que en dicha base la matriz métrica es la unitaria,
¢) Calcular en la base ortonormal obtenida el producto escalar & - W, siendo
u=(2,1)

Solucion:

a) Aplicando el método de Gram-Schmidt, se elige el primer vector de la
base ortogonal buscada como: B, =8, = (1, 0).

Después se hace: Ty = & + afiy = (0, 1) + a(l, 0) = (&, 1).

Pero debe ser; T, « @ = 0.

Por tanto, teniendo en cuenta la expresién del producto escalar dada, es:

1
H-Th=(10-(u)=4la+11+al0+50.1 =42 +1 =U“¢ﬂ=—T.
1
Luego: T =(1,0); la = (— % I) ;
Aunque los vectores &, T son ortogonales, para obtener los vectores para-

lelos a ellos, y que ademds estén normalizados, habrd que dividir cada uno per
la norma correspondiente,

Il =VE -5 =V4.1°+2.1.0+9.0° =2,

|l = Vi Ta= V4, (187 + 2. (-1/8) . 1+9 . 1°= ?

Por tanto, la base ortonormada estd formada por los vectores:

Wy = 2(_'\.{});1"2: :(_ 3 )r
fa] \2 @l \ 2v35 Vs
by Para obtener la matriz métrica es necesario calcular;

en=vi-Hi=4. (/27 +2(12).0+9.0"°=1
2 2
1 1 2 2
n=Ta-T=4. |- +2. |- i +9. =1
g (235) (235)?3_5 (ﬁ)
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1 2 1
n=gn=4.(112).|- 1/2) . 0.(-
e 3(27@-5)” Ve (m)
2
9.0. =0
' V35

Como era de esperat, la matriz métrica resulta ser la matriz unitariaz

o-(3 9.

¢) En la base ortonormada que se ha determinado, el vector @ se puede

1 1 2
expresar como: B =av, + bih=a|—,0}+b| - ‘ =2, 1})=
S (2 ) (2?35 ?35) S

-
lﬂ— : b=2
2 2Y35
V3s 9
il = b= ==
2 Z
O.a+ 4 b=
V35
Por tanto, el vector %, en 1a base 8°, rcsulm:ﬁ:%v,+ 'g.‘j'ﬁ iy
2
2
Luego, el producto escalar i - Ges: W- 0 =(% _V? )({l}?) vas | =29,

valor que, como era de esperar, coincide con el obtenido en el ejemplo 5.3.1.
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo 5.4. Sistemas ortogonales y ortonormales de vectores

e T e T s T P s T T e TR i )

. i) 1 1 1 2 | -1 1
5.4.6. Definicion de matriz ortogonal —_—t—t— - + e
i 3 3 N2 W2 w2 VG V6
P | 4 1 1 1
Una matriz cuadrada A se dice que es una matriz ortogonal si: AA' = A'A =T (J = 12 " 1 —t—+ — . JI T e =
matriz unitaria) « A'=A"' (esta condicidn evidencia que A es una matriz regular) 2 3 -'I..;?. 3 GZ a5 ?-ﬁ \E
E i = A e Ll
3 6 2V3 2V3 2 2
Ejemplo 5.4.3. 1 00
=0 1 0
a) Vamos a verificar que la siguiente mairiz A es ortogonal: e d

b) Probaremos que los vectores fila forman una base ortonormal del espa-
cio euclideo R,

L L |
TvF “"-?E T"F Si consideramos los vectores fila:
A= it
V6 V6 V6 e T G R L O R e T
1, ] VI'VE' VE]T V' Ve Vs T V2TV
Vi V2
| podemos comprobar que:
En efecto:
i) Los tres vectores son normalizados:
| s e BT T
3vV31V3 3 Ve V2 il = j = e o =]
e | L2101 2 ], o ‘J(E)J'(?E)Jr(ﬁ) e
V6 Ve Ve || V3 V6
-1 0 1 _1 1 1 "'$"= 1 !+ -2 =+ ! 2— l+i+i-|
V2 V2| \VAVeV2 V6| | Ve 6] V6 6 6
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

||W|.|=\!(%T+n+(%)1:\[%+% =1

ii) Los tres vectores dados son ortogonales entre si:

=l

1]
= -

e

S

+
|
L% ]

=

T
el
5

I
{=

!
=h

Il

=

=1

B ! 1
‘wzﬁ-(ﬁ)Jr ) T T _*T

=Los vectores fila de la matriz A forman una base ortonormal del espacio
euclideo .

'i:.-_'.:'-.-'.-'...'D:mmmwrwmumam;mmnmmxmwmmw:&mma
5.4.7. Producto escalar en un espacio vectorial
con una base ortonormal

Si tenemos un espacio vectorial enclideo V y dos vectores cualquiera del
MiSMO, T = (X}, X7, -, Xahy ¥ = (Fiy Y20 <o) ¥o), dandos respecto a una base ortonor-
mal £, el producto escalar x . y se puede expresar como: X - ¥ =) + ¥ +
+ X% &5 decir, se reduce al producto escalar usual, ya que en este caso, la ma-
triz. mélrica es la matriz unitaria,

También es inmediato verificar que la norma de un vector X se puede de-

terminar como: & =V & + A+ .. +x .
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R R S e e T T e T L I P T e T s P Tl
5.4.8. Base ortonormal incompleta

S P

SiVes un espacio euclideo de dimensitn n y § = |@,, T, ..., T} €5 un sistema or-
tonormal con k < n, es posible completarlo hasta obtener una base ortonormal.

Demostracidn:

Como & < n, existe algin otro vector ¥ € V, que es independiente del siste-
ma dado §. Por tanto, el vector £ = ¥ — (4,1, + A5 + ... + 4:5,) es no nulo, cua-
lesquiera sean los escalares A,; pero para ciertos valores de A, resulta  ortogo-
nal a %, ¥, ..., . En efecto, ya que:

E W=V =l T + Al 0 + ..+ ATy =0s8i4, =7
W=V T—(Aih T+ T+ .. +A0 - Th) =0sil =7,

Entonces, si agregamos al sistema el vector:

F:
il = Tiyy, Obtenemos otro sistema:
" St = {Wi, ¥, ooy By Teer ), que también es ortonormado pero con un vector

miis.
Sik+ 1< n, reiterando el proceso se obtiene ¢l sistema;

8 = |1y, Wy ooy By, Bgaqy ooy By |, que es base ortonormal de V,
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo 5.4. Sistemas ortogonales y ortonormales de vectores

TS R T . Para poder completar la base tendriamos que obtener un cuarto vector de
Ejemplo 5.4.4 | manera similar, ya que la dimensién de R es cuatro,

1 [ I lDl 2 :E2= 2 !0, 1 i l ,'-’E?ClﬂTESdEl
Ve Ve Ve V6 Ve Ve

espacio vectorial euclideo canénico R,

Determinese un vector I que pueda formar parte de una base ortonormal
de R* siguiendo el procedimiento visto en el apartado [5.4.8].

Es ficil comprobar que el sistema dado por los vectores I ¥ @iz €5 ortonor-
malizado. : :

Elegimos un vector cualquiera del espacio dado que sea independiente de
EI }r EII - - a

Por ejemplo, podemos verificar que un vector, arbitrariamente elegido,
¥ =(0, 0, 3, —1) no se puede obtener como combinacidn lineal de &, y &, pues
para que se cumpla que Cyff; + Ciliz + G3¥ = 0 es necesario que sea:
C=C=0=0, -

Para determinar € = ¥ — 44H; — A26; que sea ortogonal a I, y Ih, debe ser:

Por tanto:

1 2 4 2 2
e=P= [T + Al = (0,03, -1 || - 5 0= | + | 5 0=

-

3
IR S ol iy e
200 S| hegegeeg 333

Es facil verificar que el vector € es ortogonal a los vectores &, ¥ Ha.

es normalizado, luego § = [#,, T, T} €5 un sistemna ortonormali-

Ty =—
£

zaco.

Ly 0 L I R 1 S U e P P - i s il B e
5.4.9. Subespacios ortogonales

Dos- subespacios de un espacio euclideo V son ortogonales & Todo vector de
cualquiera de ellos es ortogonal a todo vector del oo,

Dios subespacios serin ortogonales si todo vector de la base del primero es
ortogonal a todo vector de la base del segundo, condicién evidentemente nece-

saria. Que ademds es suficiente, se puede demostrar descomponiendo los vec-

tores en funcidn de ambas bases y utilizando los axiomas de producto escalar,

Como dos subespacios ortogonales s6lo tienen en comiin el vector nulo, ya
que en caso contrario habria un vector ortogonal a si mismo, en contra del
axioma 4 de producto escalar, y dado que dos vectores ortogonales son linezl-
mente independientes, la suma de las dimensiones de los subespacios serd n
como méximo.

Sea un espacio vectorial euclideo V, de dimensitn ny U un subespacio del
mismo. Vamos a llamar complementario ortogonal de U, que se denota como
U™, al subespacio ortogonal a U, tal que, la suma de las dimensiones de [V y
U' esn.

5i U tiene dimersion k existe una base ortonormal (g, &, ..., & ). Pero he-
mos visto que es posible completar la base hasta obtener una base ortonormal

- de V [E, €, .., u Bra, o, B4}, donde los vectores ., ..., £, forman una base
de U, ya que resultan ortogonales a todo vector de [V,

El conjunto {&,.,, ..., & es una base ortonormal de I/, PuEs en Caso Coi-
trario existirfa algin vector no nulo & & U™, ortogonal a los vectores gue for-
man dicha base, para lo que deberia ser g € U, pero esto no es posible ya que
UNU* = {0} y el vector 0 no puede formar parte de una base.

Ademis, pu-demos expresar cualquier vector v € Veomo 7 = T + @, donde
HeUy# elU", luego V es suma directa de UyUleU® U*
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EJERCICIOS

oL e ] AT |
Ejercicio 5.1,
35 14 -8

Determinese si la siguiente matriz & = ( 14 20 2% ] define un producto
-8 2% 1

escalar en H, respecto de la base candnica:
Solucidn:

a) Se verifica que gy = g5 Vi#J.

b) Se verifica que gi; > 0, Vi=].

) gu.En-gh=3520-14"20
Zu . Bn—gn=15.17- (-8 20
g - =2017-222 =0,

= La matriz G define un producto escalar en [,

b bbb iy P b g e

Ejercicio 5.2.
Dado dos vectores pertenecientes a un espacio vectorial euclideo, tales
1 . .
quef|i@] = 1, [l =3 y cos(#@, ) = — determinese la matriz que define el

producto escalar en el subespacio generado por [, ).

Solucidn;
- Il
e | ey =
R T R T R 7]
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|!E|I= Y E|'E'| = E]‘ E|=]
Hﬁgll': v Ez‘ Hl=’ Hi' E}:Q
1 3
- W= I|E||“|E1H|:US(H|, H;) =123, ? =?
Luego, la marriz pedida es:
1 32
= (3;2 4!
| A SR TP b R B
Ejercicio 5.3.

Hillese la norma del vector (@ + ), siendo &, y &; los vectores del ejer-
cicio anterior,

Solucidn: ;

@+ @l = VE@+m)-+8) = V@ -0+ 20F &)+ (6 )=

1+2r.-§-+9:v’ﬁ

[Begiih T Pt el R R o Srnds |
Ejercicio 5.4.

Compriebese que si V' es un espacio vectorial euclideo (con el producto es-
calar usual), {&,, &, ..., &,} una de sus bases, ¥ A, Aa, ..., A, mimeros reales,
existe un vector dnicoX & V, tal que: - & = A, pam k=1, 2, .., n.

Solucitn:

En efecto, X = 8, + X281 + ... + X8,
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Entonces:

B =x(8 B+ 5@ B+ X E) =
TB=mlE T+ x0lE )+ nE-E) =

i =l

X-B=x(E T+ xaFr. )+ .+ X(E-E) = A,

que es un sistema lineal con solucidn inica {x;, xg, ..., %), ¥a que la matriz mé-
trica del producto escalar es regular.

RS L= e |

Ejercicio 5.5.

Determinese un vector ¥ € R’ de norma uno (con el producto escalar
usual), ortogonal a los vectores & = (1, 2, 3, 4), i = (4, 3, 2, 1),
Iy = (1,0, 1, 0, referido a la base canénica ortonormal.

Solucién;
El vector ¥ = (x, v, z, ) deberd verificar que sea:

¥l =1
i;‘ﬁ|=v‘ﬁ]:?'i]:u

Lo que es equivalente a:

. 2+y+2+8=1
2, x+dy+3z+dt=0
3, dx+3y+2z44:=0
4. x+ +z =0

De la ecuacitn 4 se obtiene: z = —x

Si se reemplaza en las ecuaciones 2 y 3 y luego se suman ambas ecuacio-
nes se obtiene: y =—.

Ademis resulta y = —x, entonces { = x,

268

Reemplazando en la ecuacién 1 se obtiene: x* + (=x) + (=)' + ' =1 =
= x=1V1/4,
Por tanto, la solucidn del problema son los vectores:

W = (142, -1/2, -1/2, 1/2)
V2 =(-112, 112, 1/2,-1/2)

o vty ey n it S D et |
Ejercicio 5.6.

Dados dos vectores, W y ¥, pertenecientes a un espacio eucliden, encuéntre-
st un tercer vector W ortogonal a v, y tal que, & se descomponga en la suma de
W ocon un vector de la direccidn de ¥,

Solucidn;

Se tiene que cumplir: E= ¥+ W = W=H - AV
Pero como ademis debe ser:

=l =
= =

=l &

(F-AV) =¥ -u-25IF =0

Por tanto, resulta:

¥ H.V_
=S—a = W=H=—xV
o =l
[k m Rl v e k3 e |

Ejercicio 5.7.

Con el producto escalar habitual en R*, hillese la base [#,, &, ..., i, ) apli-
cando el método de Gram-Schmidt a la familia de vectores |2, &, ..., &,], sa-

biendo que cada vector &, tiene los primeros & elementos iguales a uno v los
demds iguales a cero:
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5 Producto escalar de vectores y espacio euclideo

g =(0,0,..,00,%=(10,.,0),..%=(,1,1,.., 1)

Solucidn:

5 -8 1,0,0, ... 0
Ay X Jﬁ-‘ﬁi—a. =(1,1,0, ..,.ﬂ}—{——l——]={ﬂ, 1,0, ... 0)
I

Hy+& _ T+
= W=
W, P 5, 112

Hy = &y -

=(0,0,1,0,..0)

Ademds, los vectores obtenidos son unitarios.

Ak Bt g e o FH AR A

Iléi_arciciu 5.8

Dados dos vectores de un espacio vectorial euclideo, @, ¥, demuéstrese

que: (i + 7) - (R— )= 0siy sélo si 17l = 171,
Solucitn:
STV (F-F=({-T-G-7)+F -0 -F-7= Gk P
Entonces:
@+ @-»=Nal’ - 151F=0 = Gl = 151> = lull = 17l

«= El reciproco también es cierto:

gl = Ivll= lal*= 191" = (@+%)- G- =0
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G el i e U )
Ejercicio 5.9

En el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a dos se
define el producto escalar como;

plx) - gix) = p(0g(0) + E plaxdg’(x)edx, siendo p'(x) y ¢'(x) las derivadas de

plx) y qix) respectivamente,
Determinese el subespacio ortogonal a V' = {1 —x, 1 —x*).

Solucidn:

Sean: rix) = ax* + bx + ¢ plx)=1-=x g(x)=1 -2, entonces:

plx) r(z}=c+f—(lﬂ.x+b]rb:=f—[af + bx];: c—a—b

dax’ da

i
+b2] me-22p
o 3

gx) - rfx}=c+_L'—z:(zax+mdx=c—[
Pero debe ser:

pa) ) =0= c—a-b=0

0@ 1) =0= 0= -b=0

De donde se obtiene que: a=0,b=¢ = V' =({l +x).

Pt iar Ll Al ek R i

Ejercicio 5.10

Con el producto escalar usual, se quiere encontrar el complemento or-
togonal en B’ (una de cuyas bases es B = |&, &, &)} del subespacio
V = [{x1, &, x:)fx = xy) de un espacio euclideo a partir de la base formada por
los vectores & = (1,1, 0), B = (0, 0, 1).
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Solucidn:

Un elemento ¥ pertenece a V' (complemento ortogonal de V), si y s6lo 5i
es perpendicular a I, ¥ a T,

Como 7 = W& + ¥€2 + ¥1€3, debe ser:

FoT = (e + yla+ ¥iB) - (B +B) =y +)2=0
FoTa=( Y& + yia+ psfs) & =y:=0

obteniéndose un sistema homogéneo con tres incGgnitas que determina un su-
bespacio cuyas ecuaciones son:

= ¥ -1
NEd w=a w3l w|=a]| 1
_F]l_ }le:D .PJ ﬂ

por tanto, estd generado por el vector: V= (-1, 1, 0) ¥ es de dimensién 1.

-

{ CAPITULO

MATRICES SEMEJANTES

e e

La nocidn de valor propio y de vector propio de una matriz (o de la aplica-
cién lineal que representa) habia surgido en el siglo xvi en la teoria de siste-
mas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes cons-
tantes, de la mano de Lagrange y Laplace, y su identificacidén con los ejes de

_ una cudidrica cuando A es real y simétrica era bien conocida por Cauchy, quien

también conocia su coincidencia con las raices del polinomio caracteristico.
Cauchy obtiene los primeros invariantes, probando, por ejemplo, que 51 A y B
son matrices semejantes, tienen los mismos valores propios.

Sylvester, en sus trabajos sobre los haces de cuddricas, ¥ poco después, en
1868, Weierstrass que extendid los resultados de Sylvester para matrices no
necesariamente simétricas, dieron un importante impulso a la teoria de los in-
variantes,

Utilizando la nocidn de matrices semejantes, Jordan en su monumental
Traité des substitutions (1870) demostré que toda matriz cuadrada era seme-
jante a otra més sencilla,

El papel sistematizador en la teoria de clasificacién y reduccién de matri-
ces lo lleva a cabo Frobenius en varias memorias publicadas entre 1877 y
1880. En particular, da la demostracidn general del teorema de Cayley-Hamil-
ton y plantea el problema de determinar el polinomio de menor grado que sa-
tisface la matriz (¢l polinomio minimo). Afirma que estd formado por factores
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del polinomio caracteristico, y que es tnico, lo que no fue demostrado hasta
1904 por Hensel.

Seiialemos finalmente que Metzler introdujo en 1892 la exponencial y
otras funciones transcendentes de matrices, por medio de series de potencias,
que son de gran aplicacion en el estudio de sistemas de ecuaciones diferencia-
les lineales. Para su cdleulo efectivo tienen gran importancia la diagonaliza-
cién de matrices v la descomposicién de Jordan, ya que las potencias sucesivas
de dichas matrices se calculan muy ficilmente.

Arthur Cayley (1821-1885)

[ B L Pt R T e

ARTHUH CAYLE‘I" (1821- 1355}

T k2 AP S R ST S e WP e I B TR T
T b L F:

Arthur Cayley nacid en Inglaterra de padre inglés y madre rusa y desde su
adolescencia mostrd su facilidad para las matemiticas.

Estudié en el King's College, en el Trinity College de Dublin, donde ingre-
56 con la calificacién “por encima del primera”, v en la Universidad de Cam-
bridge.

Junto con su coctfineo Hamilton, encabezé la prestigiosa escuela de mate-
miticos ingleses del siglo XIX.

Después de realizar serias investigaciones en matemdticas, se olvidé de
ella y se dedicé al T.unsmn por BEuropa.

En 1846 comenzd a estudiar Derecho, mientras ejercia la abogacia entabld
amistad.con Sylvcsler y las mateméticas salieron beneficiadas de esta rela-
cidn, Slmultﬁnenmmlﬂ declinaba el interés de ambos por la jurisprudencia.

Por entonces se c:r-:::i una citedra de matemiiticas en Camhndge de ella se
encargo Ca}rley ¥ & parnr r:la ese momento no abandond su m[erés por esa dis-
ciplina. gy RS :

Sus mntr:bucmucs rmis |mpurta|1te$ a lus malcmﬁti-:as wn

Importantes chEUbrlTI‘llBJ‘HUS en la teorfa de los dﬂtemmamas

Cred la teorfa de los invariantes.

Es autor de I pnmera definicidn abstracta de grupa l" nito.

-D::sarmllﬁ cl ﬁtgehm d& nm[m,-::s que snw-& como fundamento para la
-Imecﬁmca -:'.ui‘intu:.a b

Hizo i 1mpnrrmmes contribuciofies a la tr:urua dc cunras y supe;fmea en

- * &+ *

us.Irabajns e geume,t.rm cun[nd:mcmmnnl pmpommnamn a Ims fisicos
lglu .‘-D; especmlmann, i ﬁ]hen F1nstau1 lﬂ. t:-':h-uttum pura dﬂsnnollar fa

: Su dcf;srrmlln dblnl gcumctrin no dunensmnal hn 31{](: lelﬂﬂﬂd E:I'J ]a f151+:<
EL'I estuqlm del ;Spucm tlempu cnntmuo B

smndu s6lg 1up_e ado pur Eulu:r :,f Cau-::hy 'ius ua.hmos nialtmﬁhcus se pubhm—
ron en Cambridge (1889-98)..: : ek
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CAPITULO 6

La clase de equivalencia de matrices
semejanies

/’/Es?u/uln;lguna

L
matriz de la clase?

1
Autovalores y Autovectores i

/ﬁu sepuede  —

L Diagonalizacién de endomorfismos

.

Endomorfismos simétricos

1

Diagonalizacidn de endomorfismos
simétricos

o
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6.1. Matrices semejantes

R bt s . R A 5 A K S P My e

En este capitulo vamos a considerar el estudio de las matrices cuadradas
como expresion analitica de los endomorfismos entre espacios vectoriales.

Sabemos que un endomorfismo tiene diferentes expresiones matriciales se-
giin consideremos una u otra base en el espacio vectorial dado.

Como veremos mds adelante, todas las matrices que representan el mismo
endomorfismo pertenecen a la misma clase de equivalencia,

R e5 una relacidn de equivalencia en un conjunto X, si es una relacidn defi-

| nida entre sus elementos, que veritica las propiedades:

1. Reflexiva: aRa, VaeX

afth
2. Simétrica; =q=bsiendoa beX
bRa

alfth
3. Transitiva: = gRcsiendoa, b, ceX
blie

Todos los elementos que estdn relacionados entre si mediante una relacidn
\de equivalencia forman una clase de equivalencia,

Lin el conjunto de las matrices cuadradas podemos definir diferentes rela-
ciones de equivalencia, pero dos de ellas serdn las que fijarin nuestra atencién
en este capitulo: 1a relaucidn de semejanza ¥ la relacidn de congruencia.

La relacién de senezjanza en el conjunto de las matrices cuadradas, nos
permilird preguntar, si dada una de ellas, existird en su'clase de equivalencia
una matriz diangonal semejante a la dada, y establecer las condiciones necesa-
rias y suficientes para que esto sea posible. La bisqueda de matrices diagona-
les y de las condiciones de su existencia es el objetivo de este capitulo por la
imporlancia que tienen, tanto en el estudio de disciplinas matemdticas mis es-
pecializadas, valga el ejemplo de las ecuaciones diferenciales, como por los
problemas que resuelven en diferentes ramas de la ingenieria.

Plantearemos el mismo problema para el conjunto de las matrices simétri-
cas de elementos reales, ¥ mediante la relacidn de congruencia, nos llevard a

6.1. Matrices semejantes

hacernos idéntica pregunta a la anterior y a establecer los teoremas necesarios
para probar la posible existencia de una matriz diagonal en la clase correspon-
diente a una matriz de aquel conjunto.

T T TR AN T L S A S T trnh L
i 3 T T L £ 0 R T T T T IY B  +  TA  — p
Flelas o Al B b, L T it e --'--"::' l.:-?’u-'n.....ll.-.l."--\.'-\..Lr sl mn ) o, iy

6.1.1. Definicion de matrices equiva!en.fes

A, B & M, son matrices equivalentes = Existen dos matrices regulares M, IV, ta-
les que, A = MBN

Es evidente que, la relacidn entre matrices asi definida en M, constituye
una relacién de equivalencia. La demostracién se deja al lector como ejercicio.

Atendiendo a esta definicidn de matrices equivalentes, se verifica la si-
puiente propiedad.

T T T L T U A s
6.1.2. Proposicion:

Si.A,- Be MM.,?.. eon A =CB y C es una matriz regular, entonces, A v B tienen el
mismo rango. iz & : I

Demostracidn:
Al hacer la multiplicacidn de matrices A = CR:

du .. d Ciu €z oo Cim [ By By o By
821 Gy o O || Cn Cn o Caw || By B .. by

H

AT . T e Crl Cmd s
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6.1. Matrices semejantes

ay = cuby + caby + o # G
2y = C||b|1 + C.gbgz Pt c1nbm1

= Cpbin + ciaby + o+ Gl

Expresidn que podemos escribir como:

dy by ba bt
an =y bm + Ci3 b‘-n + e+ Cim bﬂ
Ay b]q bhl bnm

Las filas de la matriz A son combinaciones lineales de las filas de la matriz
B, por tanto, el rango de A es menor o igual que el rango de 5.

Reciprocamente, como C es regular existe C' y es regular, por tanto, B =
= "'A, razonando de la misma forma, podemos afirmar que el rango de B serd
menor o igual que el rango de A.

Por lo que concluimos que el rango de A es igual que el rango de B.

. 1' 3 Prnpasman

Los rangos de las matrices A y B coiniciden ‘& A y B son matrices eq’uiv.a]_an'lqs en’
MMl i ”..' e G opl .': L ._ Al 2 : S _'-. .

Demostracitn:

SiAy B son equivalentes, entonces A = MBN, donde M y N son regulares,
y por la proposicién [6.1.2], rg(A) = rg{MBN) = rg{BN) = rg(B), que es lo que
guerfamos demostrar,
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6.1.4, Dafmmmn de matnces congmentes

A, B € M, s5on maltrices congruentes < Existe una matriz regular F e M., 1al
que, A = PBF

De esta definicidn se deducen las siguientes consecuencias:

6.1.5, Consecueumas

1. \SiA y B son congruentes, entonces A y B son equivalentes,
Demostracidn:
Evidentemente es trivial, sin mds que considerar M = P'y N = P,
|k2x SEA y B son congruentes, entonces rg(A) = rg(B).
Demostracién:
Sale inmediatamente de [6.1.3] y de la consecuencia anterior,
i 3[.{: congriencia de mairices es una relacion de equim!eu&ia en M.
. Demostracidn:

En efecto, se cumplen las tres propiedades que caracterizan a las relaciones
de equivalencia;

1. A=TF Al {Reflexiva)
2. A=PBPB=(PY'AP's B=(P'Y AP » pues como sabemos, (P =
= (P, {Simétrica).
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3. A=P'BPyB=Q'CQ = A=PQ'CQP = (QP) CQP, en virtud de que

(OFY = P'OY, (Transitiva).

L b TS At T A ST e A A
b T e B R R T P e i e e e TS

E 1. E Def‘ inicion de matnces seme;antes

6.1. Matrices semejantes

que, A = F'BP, a la matriz P, se le llama matriz de paso.

A, B & M., son matrices semejantes + Bxiste una matriz regular P € M., tal

De esta definicién se deducen las siguientes consecuencias:

T e I TP I o e AT N £ B

E 1 ? Consecuencias

" s s
LR ST TR

I. S5i Ay B son semejantes, entonces A y B son equivalentes.

Demostracion:

Es trivial, pues basta hacer M = P ' v N = P para tener la definicién de

equivalencia de matrices.

2. 85i Ay B son semejantes, entonces rg(A) = rg(B).

Demostracidn:
Es consecuencia inmediata de [6.1.3.] y de la consecuencia anterior.
3. La semejanza de matrices es una relacidn de equivalencia.
Demostracion:

La dejamos como ejercicio para el lector.
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4. Sid=F'BPF entonces A" = F'B'P.

" Demostracién:

Vamos a hacer esta demostracion por induccidn,

Si A = P'BP, se verifica que A® = AA = (P"'BP)(P"'BP) = P"'B’P, por la
propiedad asociativa.

Supongamos que se verifica para el valor A-1: A" = P7'B'P.

Demostremos que se verifica también para el valor . En efecto, postmulti-
plicando por A en la anterior igualdad resulta: A" = (P"'B"'P){P"'BP) =
= P"'B"P, que es lo que queriamos demostrar,

De todo lo anterior se concluye que las matrices semejantes a una matriz
dada de orden n constituyen una clase de equivalencia en el conjunto de las
matrices cuadradas M., ¥ gue dichas matrices conforman las diversas re-
presentaciones analiticas de un mismo endomorfismo f de un espacio vecto-
rial ¥V de dimensidn n (cada una de las cuales corresponde a la base elegida
en V).

Todo ello nos lleva a plantear el problema de buscar una base de V', en la
cual f se represente en la forma mds sencilla posible. Dada la simplicidad de la
matriz diagonal, intentaremos ver si es posible encontrar una base de ¥ en la
que festé representado por una matriz diagonal semejante a la matriz dada.

Ipuales consideraciones haremos con las matrices simétricas de elementos
reales, buscando una matriz diagonal que sea congruente con la matriz simétri-
ca dada.

6.1.8. Definicion de matriz diagonalizable

AeM ., es diﬂg..ij]'l..i]_lilf.ﬂblc A es semejante a una matriz diagonal A € M.,

La definicidn dada se puede expresar también diciendo:

que A = P~'AP, siendo A una matriz diagonal.

Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz regular F de paso, tal
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T e e T T e P e T e S e D e
6.1.9. Diagonalizacion

6.2. Valores propios y vectores propios

| triz A, tales que A = P! AP.

ngmﬂhmgmu de A & Proceso dc bisqueda de las matrices A y P dada una ma-

Como conclusidn, diremos que la tarea que nos planteamos es buscar con-

diciones necesarias y suficientes para que una matriz sea diagonalizable.
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6.2. Valores propios y vectores propios
T P T T B I B e T )

Al principio de este texto, indicamos que nos moveriamos en ¢l cuerpo de
los niimeros reales [ siempre que fuera posible, pero para el desarrollo de al-
guna parte de los capltulos seis y siete es muy ftil, especialmente para hacer
algunas demostraciones, considerar el cuerpo de los complejos C. Cuando uti-
licemos C, lo mencionaremos expresamente.

Queremos hacer notar que aungue para las demostraciones se utilice C, los
resultados son vilidos en B, yaque R © C.

Para aleanzar el objetivo que indicamos en [6.1] utilizaremos unos vecto-
res con caracteristicas especiales a los que llamaremos vectores propios o aulo-
vectores de un endomorfismo,

Dado un espacio vectorial V de dimensidn n definido sobre el cuerpo H de
los ndmeros reales, y una aplicacién lineal fde V en si mismo, se dice que ¥ # 0
es un vector propio de f cuando se verifica que su imagen por [ es un escalar
por dicho vector.

62 'f Daﬁnmuin de vector propio
de un endomorfismo de V

Un vocturi‘:eﬂ _tE'Ir“cs un veum propm del endumnrf smn f de Vﬁ f{‘ }
pa:aalgunlsﬂ ST i

Ejempln EZ 1

Sea V= {funciones reales que admiten derivadas de todos los drdenes] y f
el endomorfismo de V, que asigna a cada funcidn de V¥ su derivada.

¢' es un vector propio de f; 1 es valor propio del vector &' porque fle’) =
= {fr}r = |E’T
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6.2. Valores propios y vectores propios

Sin embargo, sen x € V, no es un vector propio de f, porque f (sen x) =
= cos x, ¥ no hay ningin A & [, tal que, cos x = Asen x,

¢ Obsérvese que asi definidos V es un espacio vectorial y fes una aplica-
cidn lineal de Ven V.

e i T I S A L R S T BB AL b S B R R AT A

et

6.2.2. Consecuencia

5i 34 correspondiente a un vector propie ¥ = 1L e fdnico.
Demostracidn:

Utilizaremos el método de reduccion al absurdo.

Supongamos que hubiera dos valores que lo cumplen: 4, ', entonces, fiX) =
=Ty fiIT)=A'%, y por tanto, AT =A%, (A-A)8=0 = A = 1, es decir, ambos
valores coincidirian.

A este escalar A asociado de modo dnico al vector propio X, se le llama va-
lor propio asociado,

e B e O 1 S M i T R ALt A S MRS M o e VS 735 50 T SV

6.2.3. Definicién de valor propio asociado
a un vector propio

Valor propio asociado al vector propio ¥ & Valor de A que verifica ﬂf“,l I i

Sea A = () la matriz asociada al endomorfismo fen una cierta base B del
espacio vectorial V. Consideremos la matriz unidad [ cuadrada de orden n, e i
Ia aplicacidn identidad en V. Llamaremos X, a la matriz columna cuyas filas
Xy
— Xz
son las componentes del vector ¥ en la base B dada; X =

Ky
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Podemos escribir: f{%) = Ai(%) siendo X un vector propio de V, o bien, en
forma matricial AX = AX, y por tanto {4 — ANX = 0. Esta ecuacién representa
un sistemna de ecuaciones lineales homogéneas con n incdgnitas, que admite
solucidn distinta de la trivial si; 14 = A7 =0,

El desarrollo de esta ecuacion tiene la forma;

ay -4 aja e
Le0]] i — e Iy

L2 Iy wes g -4

PR T AT GRS T b Dl et o L et T e o e 1ot a2y
LT PRl Rl PR B e R P o D R e D R S R s e LR 3

6.2.4. Definicion de ecuacion caracteristica
de una matriz

Ecuacion caracteristica de la matriz A & Ecuacidn [A =47 |= 0

| Dicha ecuacidn admite n rafces a las cuales llamaremos raices caracteris-
I ticas, que son los valores propios del endomorfismo f,
El primer miembro de la igualdad representa un polinomio en A de grado n
al que se denomina polinomio caracteristico de la matriz,
En el ejemplo siguiente seguiremos, paso a paso, para un caso concreto los
contenidos anteriores.

[ ol b e bl 44 i et |

Ejemplo 6.2.2.

3-1 0
Consideremos la matriz A = (—1 2 —I). si queremos calcular los valo-
0 -1 3
res propios ¥ los vectores propios correspondientes, debemos proceder del si-

guiente modo:
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j-14 -1 0
-1 2-1 -1
0 -1 3-A

¢ La ecuacion caracteristica es: |A =] =

=(3-MA' -54+4)=

¢ Las soluciones de la ecuacién son los valores propios: A, = 1, la=3 ¥
A} = 4

Veamos como calculamos los vectores propios correspondientes a cada

uno de los valores propios anteriores,
En la ecuacién matricial (A — ANX = 0, y considerando la matriz columna:

X
X= ( X3 ), operaremos de la siguiente manera:

e Xy o LA
¢ Para i, = 1, se verifica:
2=1 0 x 0 2.';1 —..I]_:ﬂ e
=] 1 =1 Xy | = 0 F“‘—.Il'i'.!:z—_x}:ﬂ]r = ”xzx_:_zi!:g} =
0-=1 2 X3 0 —.Ii+2,x3_=[]_J 1 3=
Ij=5
= 45=28Y8elR
1335

Hay muchas formas de expresar el subespacio propio asociado a4, = 1.

. . i —xm=0
Podemos hacerlo mediante las ecuaciones cartesianas '
—-X3 + lxg =0

X =8
o las paramétricas < x; =28, o el subespacio generado por (1, 2, 1), ya
Xy = 5

i 1
que, (;z) = 5(2 ),ubien.{.l = ((8, 26, &), vde k).
1

Xy
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¢ Para A, = 3, se verifica;

0-1 0%/x 0 =4 x
-1 -1-1||lx|=| 0 oy U}=ﬁ n=0 =|x =
(0-1 u)(J (n) akiatl n=-f \n

1
=j ( !I]I ) v el conjunto de los vectores propios correspondientes a este valor

propio lo podemos escribir como Ly = {{8, 0, -, Vi e R).

¢ Para A; = 4, se verifica:

-1 -1 0% /x 0 X +x=0 !r_.t'1=ﬂ X
-] <2-1 Xy |= 0 =vx1+2xg+xg=ﬂ =elp=—0 = | Xy =
0-=1-1/1x 0 X +xy=0 n=da X3

1
= (u%) . ¥ 5u conjunto de vectores propios es Ly = [(o, —o, &), Ve R].

Ejemplo 6.2.3
010
La ecuacidn caracterstica de lamatrizA=1—4 4 0 | es A=A =
=21 2
=1 - 2}’ 0, y sdlo tiene el valor propio 4 = 2, con multiplicidad alge-
braica tres.

De las definiciones anteriores se deducen las siguientes proposiciones:

E 2 5. 3 Frnpnsmmn .

EI c{m_mnto de los v-:cmrt:s propios asociados al mismo valor propio A, r:msmw
_‘,I'B un submpa:..m ve.cmna! de V que escrlbmmus Li= 1x eV/iAi= A%
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Demostracion:

Si trasladamos al caso general el procedimiento de obtencién de vectores
asociados a un valor propio utilizado en el ejemplo 6.2.2, observamos que, al
sustituir cada 4, en la ecuacién matricial (A — ANX = 0, se obtiene un sistema li-
neal homogéneo, cuyas soluciones son el conjunto de vectores propios asocia-
dos a A;, que forman un subespacio vectorial, ya que es el niicleo de la aplica-
cign lineal cuya matriz asociada es A — Al

También es muy ficil hacer la demostracién utilizando la caracterizacidn
de los subespacios dada en {1.3.2.f o [1.3.3].

e ook W - 0L A o KT Py LS A U A 8 i e I
6.2.6. Proposicion

El polinomio caracterfstico de la matriz A asociada a un’endomorfismo fres inva-
riante respecto a un cambio de base. " T S i M o

Demostracion:

5i llamamos a A’ la matriz asociada a f cuando estamos utilizando la base
B’ en V, el siguiente diagrama conmutativo muestra que: fy = ir' ofa o ip.

(V, B} —&—s (V. B)
w4 741

WV, By —* 5 (V. B')

La matriz A’ = P"'AP es la matriz transformada de la matriz A al cambiar la
base B de V por la base B’

Su polinomio caracteristico es 1A’ = All, que también se puede escribir co-
mo: | P~ AP — AIl, y como A es un escalar, se verifica: Al = P 'AIP, expresidn
que llevada a la anterior da lugar a la siguiente:
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i

IP'AP -l = | (A—ADP| = IP'1IA = Al IPI= |P'PIIA = All=
=|A-All=|A-All= |A' = All.

Obsérvese que [6.2.6] se podria haber enunciado de la siguiente manera: Si
Ay A' son matrices semejantes, enfonces tienen la misma ecuacidn ceracte-
ristica.

Mo obstante, puede ocurrir que dos matrices tengan la misma ecuacidn ca-
racter{stica y no sean semejantes.

100 100

Lasmal_riczs;d=(‘l 1 D),Iz(ﬂ 1 0 | tienen la misma ecuacidn
001 001

caracteristica;

A=Al =(1-4) =0; -Al=(1-1)"=0.

A e I no son semejantes, pues si asi fuera, serfa 4 = P"IP - A= I, que es
evidentemente falso,

6.2.7. Proposicion

“de unendomotfismo f, forman un sisterna libre, -

-}_3.1'-'c’i:i'jj_i:_'r;fh-:_:jer};ﬁ':{'_f:&i'dpéé_:'gtﬁriiﬁs "?br;"_éﬁ?dndiér}it& a k valores ‘propios disti ntos -

Demostracidn:

Unilizaremos :el método de reduccion al absurdo.

Supongamos que los vectores Xy, %y, ..., ¥, fueran un sistema ligado, sin pér-
dida de generalidad podemos suponer que los vectores linealmente indepen-
dientes son log r primeros ¥, %, ..., %, con (r < k). Entonces cualquier T, con
h = r pertencciente al sisterna ligado, se podria expresar de forma finica respec-
to a los que son libres = X = & %) + pa X + o0 + 4%
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6. Matrices semejantes

Por ser f una aplicacién lineal resultard: f{%,) = u, %) + wfi%) + ... +
Lrfix) = 4% = 0% + il % + .+ g A%, donde 4y, 43, ..., 4., 44 s0n los va-
lores propios asociados a %), Xy, ..., %, % Ademids A # 0, pues de lo contrario,
el sistema %), %, ..., X ) seria ligado.

Perc esto nos lleva a que el vector X, tiene dos expresiones diferentes en el
sistema indicado, ya que, todos los valores propios son distintos, lo que es una
contradiccidn,

Por tanto, la hipdtesis “si los vectores ¥, ¥, ..., % fueran un sistema liga-
do", no puede ser cierta.

Consecuencia inmediata de [6.2.7] es que “si la matriz A tiene n valores
propios distintos, el confunto de vectores propios asociadoes a los n valores
propios constituye una base del espacio vectorial V.

E 2 3 Fmpnsmldn

Si A, es una raiz caracteristica de la matriz A con multiplicidad. algcb.ratca o, la di-
mensién d; del suhespacm dc vecmrcs pmmcs usouadm a o ?enﬁca, la. mndh
cibn: 1 =d; = o et ] fde 4

La primera parte de la proposicién [6.2.8]: 1 = d; es inmediata, ya que, todo
valor propio A,, tiene asociado algiin vector propio.

Veamos que d, = ag

Consideremos el valor propio 4;, y hallemos los valores propios de M = A —
- Ad que se obtendridn de |M —pul| =0, a lo que es lo mismo, 1A - (4; + )| =
y & lamamos A, + 1 = A quedard |A - Af| =0, y cada raiz A; con orden de mul-
tiplicidad o le corresponde ji; = 4;— 4; de |M — puf | = 0 con el mismo orden de
muItlpImdad A la rafz ; le corresponde g = 0 con multiplicidad de orden a,

Como d; es la dimensién del subespacio asociado al valor propio 4; de A
existen d; vectores Wy, i, ..., iy, que constituye una base de este subespacio que
podrd completarse con n — d; vectores Hy,,, ..., i, hasta formar una base de V,
con lo cual el endomorfismo asociado a la matriz M se representa en esta base
por una matriz de la forma:
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.

cuyo polinomio caracteristico contendrd el factor i al menos con el exponente
di, luego p = 0 es una raiz caracteristica de M con un orden de multiplicidad
por lo menos igual a d;, como vimos este orden es precisamente a;, por tanto
dj =

R U R
Ejemplo 6.2.4

En el ejemplo 6.2.2, los espacios vectoriales asociados a los valores pro-
pios 4, tienen dimensidn uno como es fécil comprobar con solo observar la ex-
presion de L,

Los vectores de L,

Los vectores de [,

Los vectores de [y

(&, 28, &), Vd e R dependen s6lo de un pardimetro 8.
[(8,0,-p), V8 € [} dependen sdlo de un parimetro j.
[(e,—a, a), Va € R} dependen sélo de un parimetro a.

nnon

Ejemplu E 25 .

-2 10
En el ejemplo 6.2.3. (A - AJ) = ( —-; % g ) , cuando A = 2 (raiz triple).

La expresién del subespacio vectorial asociado a dicho valor propio es:

<21 0\[Ix 0 n=a X |
1420 n)=|0|=2-2q+n=0=n=2a=(x|=a[2 |+
210 X3 0 .K3=_|E X3 0
0
+8] 0
1

= {a(l,2,0) + f(0,0,1), Va, B € R}, que evidentemente tiene dimension 2 y
vcnf" ica2 =d; < a; =13, como se mdl{:n en [6.2.8].
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e AT o T LRk, L A

R e R e B O I AP n s | e i
T ST 1t S P ST SR A S P L e A . PRt |

Recordemos que el objetive perseguido en este capitulo es encontrar, si
existe, la matriz més sencilla posible que pertenezca a la misma clase de equi-
valencia que otra matriz A € M,., mediante la relacién de semejanza dada. La
matriz buscada es una matriz diagonal A,

Por ser matrices semejantes A y A estdn asociadas al mismo endomorfismo f

Sea un endomorfismo f, sobre un espacio vectorial V de dimensidn n, que
referido @ una base B de V tiene A por matriz asociada, Vamos a establecer un
criterio que permita saber si una matriz es diagonalizable.

Bl Ak AL L T O ek T i s |

6.3.1. Condicion suficiente de diagonalizacion

5144, Az .., Ay, son n rafces distintas de la ecuacién caracterfstica de Ia: matriz A,

enfonces, existe una matriz A diagonal asociada a f, tal que, A= [ 0. _F_-z_j-*"f ':':

3 .:l|'-ﬂ o {]
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Demostracion:

En [6.2.7] vimos que, “El conjunto de k vectores propios correspondientes
a I valores propios distintos, de un endomarfismo f, forman un sistema libre”,
por tanto, el conjunto de los n vectores propios %, X, ..., X, correspoendientes a
los valores 4, A3, ..., A, constituye una base de V.

Las columnas de la matriz A asociada a fen esa base, estdn formadas por
las componentes de las imdgenes de los vectores que forman la base:

A D e
. . 0 i .. .
fx) =43 () = 4%y, L fR)=AX, = A= " " |,que evidente-
0 0 =k

mente es una matriz diagonal,

6.3. Diagonalizacion de matrices

Ahora tenemos dos bases en V: la B, y en ella la matriz asociada a fes A,y
# n %
la B formada por vectores propios de f, entonces la matriz asociada afes A

(V.B) —£— (V. B)
# LT w1
(V, B} 5 11 B

5i lamamos P a la matriz de paso de la base B’ a la B ¥ componemos las
aplicaciones correspondientes en el diagrama conmutativo anterior, resultard

A 0.0
P_IAP= ﬂ /1-5 U =!J|h

o 0.4
Como consecuencia, otra forma de expresar /6.3.1] es:

“Si las raices mmcle_rfm'ms Ay Ay vy Aq de una matriz A son todas dis-
tintas, existe una matriz regular P que verifica la igualdad P AP = A",

i1 e HH o s v
Ejemplo 6.3.1

‘ Seguimos con la matriz del ejemplo 6.2.2, y recordamos que la matriz A
ticne tres valores propios de multiplicidad uno: 4, = 1, 1, =3, 4, = 4.
El conjunto B = [(1, 2, 1), (1,0,-1), (1, -1, 3] formado eligiendo una ba-
- e en cada uno de los subespacios vectoriales asociados L, L, ¥ L;, es una base
de V.
El orden de A es tres, como los tres valores propios son distintos [6.3.1 ')
nos permite afirmar que A es diagonalizable,
P es la matriz del cambio de las coordenadas de un vector respecto a la ba-
se B’ a las coordenadas respecto a B = {(1, 0, 03, (0, 1,0, (D, 0, 1)),
Para construir la matriz de paso P, elegimos como vector columna cada
uno de los vectores de B,
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| e T
La matriz de paso serd P = ( 2 0-=1 ) ;
1 -1 1

S0 matriz inversa P'll es la matriz del cambio de las coordenadas de un
veclor respecto a la base B a las coordenadas respecto a B

1/6 13 1/6
Pi=l12 0 -172].
1/3 =1/3 13

100
La matriz diagonal semejante es A = ( 340 ) ;
00 4

Haciendo los productos de matrices correspondientes, se comprueba que se
verifica la igualdad A = PAP™.

En [6.3.1] vimos que “tener todos los valores propios diferentes ex una
condicidn suficiente para gue el endomorfismo sea diagonalizable”, pero hay
veces que el endomorfismo es diagonalizable aunque no cumpla esa condicidn,
por tanto, no es una condicién necesaria.

Vamos a establecer una condicidn no sélo necesaria, sino también suficien-
te para saber cuando una matriz es diagonalizable.

6.3. Diagonalizacion de matrices

Demostracion:

= 5i fes un endomorfismo de un espacio vectorial, tal que en una base

i 0 o0
B={8,% ... Bl de V,lamatrizA=|0 § .. 0| ascciada a fes dia-
a0

gonal, se verificari: |A=Af ={§, -A)hL—-A) ... (L, -A)=0= 1,k ..., I, son
valores propios de A, y se debe cumplir: f(€,) = L&), &) = LE, ..., i) = L&
con (i =1, 2, ..., n). Entonces existe una base de V formada por las vectores
propios,

=) Como ya hemos visto en [6.3.0] "si existe una base B de V formada
por los vectores propios asociados a valores propios distintos de A, con res-
pecto a esa base B la matriz asociada a [ es diagonal”.

Consideremos ahora el caso en que entre las raices caracteristicas haya al-
guna miltiple, entonces de [6.2.8], s d; = dim L; deducimos que ¥d, = n vecto-
res propios linealmente independientes, y ademds Yd; serd igual a n cuando
cada &',, coincida con la multiplicidad o del valor propio 4,

Como sabemos que d; es la dimension del niicleo de A — A,/ que es igual a

n —rg(d — A0, el teorema anterior se puede expresar en los siguientes térmi-
nis:

6 3 3 Tearemﬂ

-

ﬁ 3 2 Cund.rman necesaria }r sufmmnte
de diagonalizacion

‘Aes diaponalizable & rp(A=2A,0) aé'igﬁﬂ_i: i n_.—_ &; p;ﬂm 'ti::_dp.:vﬂlor de Lot :

Un endomorfismo fes d;agunahzable. ﬂ E}uste una bam: (It V t’ormada por vecm~ : Obsérvese que este teorema es equivalente al que tiene por enunciado:

Tes propios
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6.3.4. Teorema

dJu endomorfisme fes diagonalizable += La dimensidn del subespacio vectorial
asociado o cada valor propio es igual a la multiplicidad algebraica de dicho valor
prapio,

Cada autovalor tiene asociadas dos multiplicidades, la multiplicidad alge-
braicy (multiplicidad como raiz de la ecuacién caracterfstica) y la multiplici-
dad gecméirica, que es la dimension del subespacio asociado a dicho valor
propio. Que hemos venido llamando x; y d; respectivamente.

G o A kT 0 e

Ejemplo 6.3.2

En el ejemplo 6.2.3, el tinico valor propio de A es 4, = 2, que es triple y ve-
rifica: rg(A - 4,0 = 1 # 3 - 3 = 0. Luego la matriz A no es diagonalizable.

5i hubiéramos utilizado el segundo criterio habriamos argumentado: La
multiplicidad algebraica de A, = 2 es tres, la dimensién del subespacio asocia-

do al autovalor 4; = 2 {multiplicidad geométrica) es dos, como consecuencia la
matriz A no es diagonalizable,
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6.4. Diagonalizacion de endomorfismos simétricos

De entre los endomorfismos f de un espacio vectorial V tiene interés el es-
tudio de aquellos cuya matriz A, es una matriz simétrica de elementos reales,
dado que los teoremas relativos a la existencia de la matriz diagonal constitu-
yen un caso particular de gran utilidad, y se extraen consecuencias diferentes a
las ya estudiadas.

‘Veamos algunas proposiciones sobre propiedades de las matrices siméiri-
cas relacionadas con los valores y vectores propios,

T TR A T e

L [N SR T S fee T S B A ek

6.4.1. Proposicion

Todas las raices de Iﬁ_ ecuacion caracteristica de una matriz simétrica de elemen-
108 reales son reales; :

La técnica utilizada en la demostracidn siguiente incluye como escalares a
los complejos, por ello puede ser omitido su estudio por el lector no familiari-
zado con este cuerpo,

Demostracidn:

. Sean A, una matriz simétrica de elementos reales, X la matriz columna de
las coordenadas de un vector ¥ € V, y 4 & T un valor propio de la matriz A =
=AX = X

Consideremos una matriz columna ¥, que tiene por elementos los conjuga-
dos de la matriz X, entonces premultiplicando los miembros de la igualdad an-
terior por X'

PAx=a¥x ()
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LS e - e

tomando la conjugada de la anterior igualdad quedard:
XAX=1x'X

como los elementos de A son reales, la matriz A es igual a su conjugada A =
X'AX =2X'X

si trasponemos ambos miembros de esta igualdad, se obtiene:

XAX=1XX (2)
ya que A' = A en las matrices siméiricas.
De igualar (1) y (2) resulta; 7

A-DXX=0

como X' X =%ty + Ty + oo + 5%, > 0 por ser X una matriz compleja = A =

ﬁ 4.2 Pmpos:mtin

SiAes ua matriz *51me.Lrlca de ‘elementos réales, los vectores propios asociados a
las lﬂ.ICﬂB camcteusncﬂs dlstmtas snn m'mgnnalcs cl:m el pmducto escaIal usual

I'Ir fu

gy E a.
‘} 4%

£

wm..rsﬁﬂ

Como consecuencia de f6.4.1], podemos afirmar que las coordenadas de
los vectores propios serdn también reales en la base considerada, pues, son las
soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo (A — A7N)X =10,

Consideremos una base ortonormal B, y sean 3 y %, dos vectores propios
asociados a los valores propios 4, ¥ A, respectivamente. Se verificard: AX, =
= A4 X vy AX; = A,X,. (Escrito en forma matricial,)

u.

"?

6.4. Diagonalizacion de endomorfismos simétricos

Multiplicando por la izquierda respectivamente por X3 vy X| cada una de las
igualdades anteriores, se obtiene: X3AX, = 4,X0X, v XIAX: = L,X1X, (1
y trasponiendo la segunda de ellas, quedard X34X, = 15X, ya que, A=A"e
igualindolo con la primera de (1), serd:

(-0, =D

¥ por tanto se deduce que, como 4, = 1; por hip6tesis, entonces X2X, =D, es de-
cir, que los vectores propios son ortogonales, ya que el producto escalar de dos
vectores se expresa de la forma anterior cuando en el espacio vectorial V estd
referido a una base ortonormal.

SiA es una matriz simétrica real sus autovalores son reales.

Para demostrar este enunciado es necesario usar el conjunto de los nime-
ros complejos C, por ello el lector puede omitir su estudio.

Si A es una malriz simétrica real, su polinomio caracteristico tiene todos
sus coeficientes reales, por lo tanto si admite una raiz § € C también debe ad-
mitir su conjugada § que por ser raiz del polinomio caracteristico serd también
un autovalor. Consideremos dos autovectores o, v correspondientes a §y § res-
pectivamente es decir;

Al = flii y AV = iy

multiplicando por & en la segunda igualdad: @ AV = f#'7 y tomando lraspuesta
resulta (i Av} =V A = Vi = BvE y en el otro témino de la igualdad
(Fa'v) = fv's, por lo tanto § = B, es decir § & R.

Este resultado serd utilizado en la demostracién del teorema siguiente,

b A B 1 e ok L T AT e IR Y £ e
6.4.3. Teorema

Dada unia matriz 3|mél:n+:a A de eJtmanws rea!cs existe una mamz ur{ug,onﬁl f 2
fal'que, P' AP-es una matriz- d1agonnl fﬂl‘madd por lc-s ualures pmpms de A, algu-
nm dr:. los -::uales pueden ser xguaies 5
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Este resultado es muy importante, pero dada la dificultad de la demostra-
citn, el lector puede omitir su estudio.

Demostracion:

Basia con demostrar que en estas condiciones, existe una base ortonormal
constituida por vectores propios de A. Puesto que la matriz P seria la matriz
fque tiene por vectores columnas los vectores de dicha base ortonormal.

Utilizaremos el método de induccion:

SiA=(a,)yF =1 el teorema se verifica.

Supondremos que se verifica para matrices de ordenn— 1,

Lo demostraremos para una matriz A de orden n.

Consideremos el endomorfismo [ de [R* asociado a la matriz A que por hi-
patesis es simétrica real y por el resultado anterior sus autovalores son reales
(tiene al menos uno) y hay al menos un autovector X # 0 para el que fi¥) = A%,
siendo A el valor propio real asociado al autovector X. En consecuencia ¥ :'_IT;—[I'_
es vector propio de 2 Considérese el espacio W ortogonal a y, es decir el cons-
titwido por todos los vectores de R” ortogonales a ¥, el cual es de dimensidn
n—1. Por lo tanto para todo ¥ € W se tiene que T - =0 y en consecuencia.

fE - F=(AD Y=Z'AY=ZAY=Z' (AN =z - P =z- (AR =z -y =0

por consiguiente, si z € W, entonces f{z) es ortogonal a ¥. Por hipdtesis de in-
duccion el subespacio W posee una base ortonormal de vectores propios de f, si
afiadimos a esta base el vector ¥ obtenemos una base ortonormal formada por
veclores propios de [y por tanto se conchiye.

COMSECUENCIA

Crando la matriz A ex siméirica de elemenios reales, A es congruente con
una malriz diagonal,

. 6.4. Diagonalizacion de endomorfismos simétricos

R R L A R R T i B e T T et e

6.4.4. Proposicion

Existen i vectores propios de A (simétrica real) que son ortogonales dos a dos, in-
cluidos los que pertenecen a un mismo valor propio.

Demostracion:

Se deduce de Ia anterior:

LT AFCER B AR AR LSS

Ejemplo 6.4.1

201
Sea A la matriz simétrica con elementos n:alcs( 03 0 ); se trata de
1 0 2
de diagonalizar 4 mediante una matriz ortogonal C aplicando el teorema
[6.4.3].
2-4 0 1
La ecuaci6n caracterfsticaes: lA-Afl =| 0 3-4 0 | =-{4"-74%+
’ | 0 2-4

+154-9) =0.
Como A’ - 7% + 154 -9 = (1 - 1){A* — 61 + 9) = 0 Los valores propios de

la ecuacidn anterior son A; = 3 con multiplicidad dos, y A; = | con multiplici-
dad wno.

Consideremos el primer valor propio, ¥ determinemaos su subespacio vec-
* torial asociado:

-10 1%/x 0 N =da X 1
g0 0 Xy | = 0 =‘—xl+.1']=ﬂ= Xa=[M = Xy | =4 0]+
10=1/\x 0 n=da X 1

0
+ 1 (1 ) =Li= 00,0 x0)=al1,0,1)+20, 1,0, Va ucsR)
0

303
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Ejercicios

Operando de la misma forma para el segundo valor propio, el subespacio
vectorial asociado es: Ly = [(x;, 2, ) = (1, 0,-1), ¥ e R}

Elegimos en L, dos vectores, por ser dos la multiplicidad del valor propio
Ay, 51 tomamos los més sencillos: ¥, = (1, 0, 1) y ¥y = (0, 1, 0}, que son los que
se obtienen para los valeres @ = 1, p =0 y @ =0, 4 = 1 respectivamente, pode-
mos observar que ambos vectores son ortogonales.

Del mismo modo elegimos en L el vector 73 = (1, 0, 1), que es ortogonal
a los dos anteriores pertenecientes a L;, como debe ser por la proposicién
fo.4.4].

Los médulos de estos vectores son 19,1 = V2; |5yl = 1; 1% =’~.E, por tan-
to, los tres vectores ortonormales serdn:

i :[-{}E.U. 5’3). & =(0, Iru}:ﬁ:l:('{}i'rﬂ- %)

que conforman como vectores columnas, la matriz C, por tanto:

S
V2 V2

g=l 0 1 =C
! -1

]
V2 V2
30
Se verifica, como puede comprobar el lector, que C'AC={0 3
0o

que en efecto, es una'matriz diagonal.
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EJERCICIOS

[T e L 0 T e

Ejercicio 6.1

Demuéstrese que toda matriz cuadrada, tal que los elementos de cada fila
suman la unidad, tiene como valor propio A = | ¥ como vector propio corres-
pondiente, el vector cuyos dnicos elementos son unos.

Solucidn:

El objetivo de este ejercicio es comprobar que ademds de los conceptos, se
ha asimilado correctamente el lenguaje de matrices, vectores, indices, subinei-
ces, etc., que el estudiante de informdtica se verd en la necesidad de wtilizar,

En la matriz A se verifica: Ea&- =lparacadai,conl £i=n

{ representa cada una de las » filas de la matriz que estamos estudiando, por
€80 puede variar entre 1 y .

Fara cada i, es decir, en cada fila, los subindices j que representan las co-
lumnas, pueden variar entre 1 y n, y la suma de todos los elementos a; de esa

fila i, vale 1.
1 1
La expresidn: A ey ! . €5 cierta, ya que:
1 i
S
] 'ﬂ'“ ﬂp B ﬂ|,| ]. zk 1 I 1
A | = | 9 S .. G 1 o J._Iﬂlr' o | =1 | =y 1 es
T o S ) 3 ] 1 1

un vector propio correspondiente al valor propio A = 1 de la matriz A,
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Ejercicios

e o St i )
Ejercicio 6.2
1 1-1 .
Diada la matriz A = (=2 4 -1, se pide calcular los valores propios y los
=2 2 1

veclores propios.

Solucion:

La ecuacion caracteristica es:
1-4 1 -1

2 4-2 =1 |==-2+81-111+6=0.
-2 2 1-a

A= =

Las rafces de = A + 64° — 114 + 6 = 0, se calculan utilizando la regla de

Ruffini.
Laos valores encontrados son: 4, = 1, ;= 2, A3 = 3, que son los tres valores

propios de la matriz.
Cada valor propio lleva asociado un subespacio de veclores propios.

Consideremos el primer valor propio 4, = 1, se debe verificar:

l—! 1 '—I x {]’ JC;—.I;;FU oty a
-2 4~1 =1 J:; =0 |= 2+ 3n-n=0= {__;1+§3:g =
202 1-1fix ] —2y + 2y =) A,

= X 1
= «n=e=|x5n|=cl|l
Xy = X3 1

Para definir el espacio vectorial asociado, L, podemos dar:
Xy=—=Xg= 0

Sus ecuaciones carlesianas:
—X*X= 0

n=da
{x; =, o una base: B = [(1, 1, 1)}, o todos los vectores que lo forman:
Xi=1(

306

, 0 5US ecuaciones paramétricas:

Li={{x,2nx)=all,1,1), VaecR),

Como puede comprobar el lector, se verifica:

1 1 =1 | |
=2 4 =Tl 1 ]=1{1 ], esdecir, (1,1, 1) esun vector propio asocia-
-2 2 1/i1 1

do al valor propio 1.

Para el valor propio A, = 2, deberemos seguir el mismo camino, y obten-
dremos:

1-2 1 -1 X ] —xtx—-x=10 =0
2 4-2 -1 ||x]|=(0|= -2 +dnp—x=0 = { Il:ﬂ 2
=2 2 1-=-2\x 0 =l +2n-xn=0 ek

n=a Xy 1
=2 p=a=snlsal l|=L=lxnn=al10 YeecR).
1

Jta:ﬁ X3

Podemos decir que (1, 1, 0) es un vector propio asociado al valor propio 2.

1 1 -1 1 1
=2 4 -1} 1})=2]1 ).
=2 2 1 V] 0
Para el valor propio 4; = 3 obtendremos:
1-3 1 -1 X 0 v'2.x|+xz-~x3=-ﬂ' e = O
-2 4-3 -1 |[x]|=|0]|= 2 A B-x=0= { J‘_':ﬂ =
2 2 1-3xn) 0 — 2+ 20— 20, = 0 AR

Jt'|~“—[] X 0
=2 cp=a=|xn|=all|=li=x,ixnx=al 1), YeeR]

=4 X3 ]
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Podemos decir que (0, 1, 1) es un vector propio asociado al valor propio 3.

EeLbR:

T A ¥ el P |
Ejercicio 6.3

Dada una matriz triangular superior A = (ay), y A, sus valores propios, de-

muéstrese que se verifica: 4, = a3, ¥i=1,2, .., n
Solucidn:

En efecto, si A es triangular superior se verifica:

ap—A  a . Ay
A-all=| 0 an=4 « a@n | _ _ Dan-A).(qu- 1) =0.
0 G o g

por tanto, 4= a; 1 Sis A,

e il - Sesp et b b 2
Ejercicio 6.4

Demuéstrese que las matrices A y A’ tienen los mismos valores propios.
Asimismo, demuéstrese que los vectores propios de A y A' correspondientes a

valores propios distintos son ortogonales,

Solucidn:

A y A' tienen la misma ecuaci6n caracterfstica, ya que (A"~ A1) = (A - Al), y
WM & M, se verifica que |M| = |M'|ademds de que (A + B) = (A" + B).
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Veamos la segunda parte.

Sea ¥ un vector propio aseciado al valor propio de A, ¥ = AT = ¥%.
Sea § un vector propio asociado al valor propio de A", § = A'S = f§F con

By

Tomando traspuestas en la igualdad A'S = 5 = A = 7.
Multiplicando por la derecha esta igualdad por T, resulta ¥/ AT = fiF% =

=¥ yZ=fFT =(y- B)¥x =0, como y # j, entonces ¥'% = 0, que era lo que
queriamos demostrar.

Ejercicio 6.5

0 1 -1
Estidiese si es, 0 no, diagonalizable la matriz A = (-I 2 -1 ) . Bn caso
1 -1 2

afirmalivo, constrilyase una matriz de paso P.

Solucidn:

Ecuacitn caracteristica de la matriz. A:

-4 1 |

IA-Ml=| -1 2-2 -1 |==2+427-51+2=0,
I -1 2-a

Valores propios:

Son las rajces de la ecuacitn caracteristica;
Ay = 1 con multiplicidad dos, es decir, &, = 2, y 4; = 2 con multiplicidad

uno, es decir, ap = 1,

Subespacios asociados a cada uno de los valores propios:
sonly={(x,y2)=p(1,0,-1)+ 80,1, 1), V8, 6eR) y L= |(x, 3. 2) =
=7(l,1,=1), ¥ne ).
ComorgiA-AD=1=n-m=3-2=1lygA-AN=2=n-m=3-1=

= 2, entonces, la matriz A es diagonalizable,
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Habriamos llegado al mismo resultado si hubiéramos argumentado:

Multiplicidad algebraica de 4, = Multiplicidad geométricade Ly =ey =d =2
Multiplicidad algebraica de A; = Multiplicidad geométricade Ly = =dy =1

=la matriz A es diagonalizable,

Matriz de paso:
La matriz de paso P se forma con dos vectores linealmente independientes
de L, y uno de L,, tomados como columnas de dicha matriz, pues sus dimen-

101
siones son dos y uno respectivamente, por tanto, P = ( I.Tll { i ) :

Matriz diagonal semejante:
Es la matriz diagonal que tiene los autovalores en la diagonal principal.

100
A=l0 1 0
002

Comprobacidn: :
Se verifica que A = PAP™'. En efecto:

250 I |
F'=l 1 0 1];
o e |

10 WAoo/ 2-1 1 0 1-1
PAP'=l 01 1]{010 1 0 1]=(-1 2-1]=A
=11 T i 3 L [ S | 1.1 2

Las operaciones se pueden realizar utilizando Derive o cualquier otro pro-
prama de cilculo simbdlico,

Ejercicios

v e ML vl T e e
Ejercicio 6.6

Dndaslasmatricesfi:(% —{1}) yB=( :} ;) se pide demostrar si

s0m, 0 no, matrices de un mismo endomorfismo.
Solucidn:

Las matrices A v B son de un mismo endomorfismo respecto a distintas ba-

ses, 81y sdlo si, existe una matriz real (de cambio de base) P = ( f 5 ) regu-

el 1)-(2 )9 (£ 2] - £ )

= (g g )( % _E‘}) = De esta expresion se obtiene el sistema de ecuaciones li-
2a42b—4c=0

neal homogéneo g:g I ij : 3 , con el rango de la matriz de coeficien-
2d—b+ec=0

tes tres, por tanto, tiene solucidn distinta de la trivial, una ellas es, por ejemplo,

Inquedalugara!amatriz(g 5)=(% glj)

= Ambas matrices representan el mismo endomorfismo pero estdn referidas a
distintas bases.

Ejercicio 6.7

Demuéstrese que dos matrices semejantes A y B, tienen la misma ecuacidn
caracteristica,
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Solucion:

Las ecuaciones caracteristicas de las dos matrices son |A - Afl= 0 y
[B=Afl =0. 51 A y B son semejantes, existe una matriz regular P, tal que, B =
= P"' AP. Entonces se verifica |B - = [P AP =AM = |F'AP-AF'P| =

1
= P (A-ADPIP'1IA=AIP] ,ycomo, [Pl =——= |B-M|=A-AI,
que es lo que querfamos demostrar. 1Pl

P ot o vt v e 1
Ejercicio 6.8

300
Estddiese la existencia de una matriz diagonal semejante a A = ( 01 g )
-2 0

para los distintos valores de y y 4.
Solucion:

i-4 0 0

0 1-4 vy
=2 0 4§-a

= (3 - A1 - A)F - A) =0, cuyos valores propios sond =3, A= 1, 1=4

La ecuacion caracter{stica es [A-Af] =

Sid#3y &+ 1, los tres valores propios son distintos ¥ A es diagonalizable,

Veamos qué ocurre cuando & = 3. (En cada caso podemos utilizar el criterio
de la columna derecha o el de la columna izquierda indistintamente.)

Entonces A = 3 y se trata de un valor propio doble,

0 0 0 En este caso la multiplicidad al-
(A -3D :( 02 ?,) = 1g(A-30= gebraicadeA=3es2, yla I]:I'lllli—
' 00 plicidad geoméirica es 1 inde-
pendientemente del valor de y =
A no es diagonalizable.

=2#3-2=1 = Anocs diagonalizable,

312
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Sid=1,entonces A = | es un valor propio de multiplicidad algebraica 2, de

200
matriz lad, yA-If=| 0 0 y|.
=2 00

Cond=1sy#0=rg(d-0= | Eneste caso las dos multiplicidades no
=2#3-2=1 = Anoes diago- | coinciden = A no es diagonalizable.
nalizable.

Con & = 1, si ¥ = U, entonces En este caso las dos multiplicidades ;
gAd-N=1=3-2=1,ylama- | coinciden = A es diagonalizable,
triz es diagonalizable,

N T A e
Ejercicio 6.9
“fa -1 b
LamatrizA={ ¢ 2 d | tiene por vectores propios: (1,0, 1), (—1, 1, 0),
e 1f

(0, 1, =1). Calcidlense:

a) La matriz A, y los valores propios correspondientes a los tres vectores anterio-
res. b) Comprucbese si es diagonalizable la matriz A. ¢) Escribese la matriz de paso P.

Solucidn:

Como los vectores (1, 0, 1), (=1, 1, 03, (D, 1, ~1) son vectores propios de la

a =1 b
matriz| ¢ 2 d |, se verifica:
e "1 f

£ (8)-a8)- {e2hade (o pm
: I: if ])_ (|)=1 EI}"ZE” {a+b:e+f
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a -1 BYyi-1 -1 -1 —1 =—¥ _
- | L O ) L B W #{“J”;Z{
. le 1 flt 0 0 —~+1=0 i
ta =1 b\{/ O 0 —%—3=ﬂ { o
& dod 1= 1|= —d=g = 3
(e L 2] |- f=-¢ d+f=3

La solucidn de las ecuaciones anteriores es:

a=3b==l,c=-2,d=2,e=1,f=1, y los valores propins 1 =2, v =4,
e=10.

b} La matriz A es diagonalizable por tener 3 valores propios diferentes.

1-1 0
chamanizdepaaoPserﬁP:([l 1 1).

1 0 -1
200 1
La matriz diagonales A =|0 4 0], y se verifica que A = PAP™, como
000

es facilmente comprobable.

PR N DA IR T

Ejercicio 6.10

1
Dada la matriz simétrica A = ( [}

01
2 0|, se pide:
I A

1. Diagonal’ v A, |
2. Caleular lu matriz ortogonal de paso.
3, Comprobar la ortogonalidad de los vectores propios.

314
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Solucidn:

1. La ecuacidn caracteristica de la matriz A es

1-4 0 1
0 2-4 0
1 0 1-A

lA-Al = =(1-AFQ2-D=-2-D[1-¥-1]=

=@2-D[(1-2"-1]=2-ANA’-2)=2-D M1-2)=0.
Los valores propios son: 4, = 2 con multiplicidad algebraica 2 y 4; = 0 con
1-2 0 1\f=x 0 = Xy
0 2=-2 0 }jx|=|0]ex-u=0& tp=fe|xn|=a
1 0 12/t x; 0 n=a Xy
0
i
0
I = Xy 1
2 H=0e|n|l= =g| O
=—a \x -1

multiplicidad algebraica 1.
1
0]+
1
0
+A(1
0
200
= La matriz diagonal equivalenteades A= 0 2 0 |.
00

El subespacio asociado a d; = 2 es:
1 1 & 0 . =
El subespacio asociadoad; =0es| 0 2 0 |[x|={ 0 ﬁ{? iﬁ‘ =0,
1 1 /\x 0 kg
0

2. Para calcular la matriz ortogonal de paso, hay que normalizar los aum-
vectores que la van a formar:

Vector normalizado equivalente a (1, 0, 1): (ﬁlfir 0 : )

r?ﬁ"
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Vector normalizado equivalente a (0, 1, 0% (0, 1, 0).

1 -1
Vector normalizado equivalente a (1, 0, 1) (ﬁ, 0, ﬁ) :

-

CAPITULO

Iﬂl
V2 V2

Matrizdepaso: | 0 1 0

lﬂ—l
vz V2

3. Los vectores (1,0, 1) y (0, 1, 0) son ortogonales entre s y ortogonales a

(1, {]’ _1}1 [ K-t €L Ryt e e Ly A S PR R L W T Y R e e L2 P e |
INTRODUCCION

Ya que se verifica: (1,0, 1)-(0, 1,00 =(1,0,1)-(1,0,-1) =
=(0, 1,0):(1,0,-1)=0. Los resultados miés profundos acerca de la clasificacién y reducciin de
matrices (y por tanto de sistemas lineales), tuvieron su origen no en el estudio
de tales sistemas, sino en el de formas bilineales y cuadriticas.

El problema de la reduccién de las formas bilineales v cuadriticas a for-
mas candnicas, lo mds simple posible, fue el principal impulsor de las investi-
paciones sobre reduccidn y clasificacién de matrices.

Fermat ya habfa identificado las ednicas con las curvas planas definidas
por ecuaciones de segundo grado, y procedido a su clasificacidn, El problema
andlogo para las cuddricas fue abordado por Euler, quien tratd de reducir las
ecuaciones de la cuddrica a la forma ax” + by’ 4+ ¢z’ + d=0; (g, b, ¢ # () por
medio de un cambio de ejes rectangulares, Se dio cuenta de que ello es posi-
ble si, y sdlo si, el determinante de la matriz de la forma cuadriitica es no nu-

- lo, en cuyo caso los ndmercs a, b, ¢ son los valores propios de esta matriz.
Buler refiere la cuddrica respecto a un nuevo sistema de coordenadas rectan-
gulares de manera que se anulen los términos “rectangulares” en la nueva
ecuacidn de la cuddrica. Poco después, en 1765, Euler trata un problema
equivalente (aunque aparentemente sin advertirlo), al estudiar los ejes de
. inercia de un sélido, :

Lagrange, Cauchy y otros abordaron el problema de reducir una forma

cuadritica en n variables a suma de cuadrados,

316 317



7 Formas bilineales

318

Puede decirse, pues, que a partir de la segunda mitad del siglo xvin apare-
ce con asiduidad en Algebra el problema de la determinacién de transforma-
ciones lineales {con coeficienles reales o simplemente enteros, segin los ca-
505) que permiten reducir las formas cuadrdticas de dos o tres variables a unos
cuantos tipos simples, y tratar entonces de clasificar éstos en términos de inva-
riantes bajo las transformaciones consideradas, lo que permitird clasificar las
formas generales,

Gauss (1777-1855)

e V3 A B L e A T S G e e 1 g U i s W
GALIES [1??7 1855)

Gauss es uno de los mateméticos mds grandes de la historia y estaba con-
vencido de ello, se llamaba a s{ mismo matemstico total, le [lamaban princ:-
pe de las mﬂh:mél;lnas amhcs calificativos se quedaban cortos. |
Una anécdota ml.i_v ¢0l11:l;lﬂﬂ describe cémo a la edad de T afios asombré a
su profesor al mtreg;ar en nempo Técord el resultado de sumar’ I:].ESI:IE e] niimero ;-
:_'1 hasta el mimeru 100, ::qn la respuesta correcta. : T
Elpmfesﬂr 11.-, prﬁguntﬁ cémo lo habfa hecho. Gauss le dijo. “1 + lﬂﬂ = ll}ll : -'-1':

.-';:-__:'.2 bt ds '10133 * 98 lUI smmpre suman 101, Cumu s0m 5{) sumas de l{lll el

hﬁ-‘querer pu hhcar ni dejar huellas de los; pa_&qsmttrmtdn
“1

Smmﬁ :uoncs por miedo al I‘Idfl:l.ll{} tanfa '

1= Bdl}'al v olros, sin emb'.ir,'g:t 110
ﬁ qu&su‘mputam&n pun.drm en entr edicho. iv'[ﬁa

E_I“'f:"(?i"ewf\n lﬂﬂd g
m‘ix . _’5&5 ?
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CAPITULO 7

L(:cmm-au.lgumﬁ _Hq"'“*-‘__:_
L los E V. ;ﬂuf‘f’/

ﬁphca:!unes ortogonales

Endomorfismos ortogonales !—I Matrices ortogonales

| Formas cuadriticas sobre " |

l

Reduccidn de formas cuadriticas

15 pueden clasificor las 5

e — formas cuadréticas? f‘”"
— e

—

I Criterio de Sylvester J
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7 Formas bilineales

7.1. Formas bilineales

T B L S A 4 e B o PRt s i [ kvl REE S o, Pl S

FRCERNTLEE KPR O L AL EE UL

En el capitulo dos estudiamos las aplicaciones lineales, que son las apli-
caciones que conservan la estructura de espacio vectorial. Cuando el con-
junto inicial es un prodocto de dos espacios vectoriales hay unas aplicacio-
nes, las aplicaciones bilineales, que son de gran interés, porque a través de
ellas abordaremos el estudio de las formas bilineales y las formas cuadrdti-
Cas.

El hecho de haber tratado el lector los conceptos de producto escalar, ma-
trices simétricas de elementos reales, vectores ortogonales y bases ortonorma-
les nos permitird entrar de forma sencilla ¥ natural en este estudio de tanto in-
terés en aplicaciones matemdticas, fisicas y tecnoldgicas.

Sifes una aplicacién de un producto de espacios vectoriales en otro espa-
cio vectorial, tal que la aplicacidn f; E x F = V cuando mantenemos fija la pri-
mera variable es lineal y la aplicacidn f : E % F — V cuando mantenemos fija la

sepunda variable es lineal, a fse la llama aplicacién bilineal.

P S RO ST L I O b sl
? 1' T Definicion de aplicacién bilineal

Sean £, F, V espacios vectoriales reales, una aplicacion f: % F — V es una apli-
cacién bilineal #+% % € £, ¥ ¥ e F, ¥4 & R lIa aplicacidn f verifica:
[ fx+3, P =fE )+ AT

R, 5) = Afi%, 7)

fE, 7+ ) =5 + (&)
fE AT =TT

En el caso particular de las aplicaciones bilineales de un espacio vectorial
real por si mismo en [, a la aplicacidn fse la lama forma hilineal,
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7.1.2. Definicion de forma bilineal

Sea E un espacio vectorial real, una aplicacién f: E x E — H es una forma
bilineal & f: £ x E — H es una aplicacidn bilineal.

[ i o e ]
Ejemplo 7.1.1

Dada la aplicacién £ : [#* x B’ — R definida mediante: f{Z, ) = X1 + X,
siendo X = (x;, x3) € ¥ = (1, ¥2, ys) en las bases: B, = [, &:| y Ba = {8}, &4, &),
vamos a comprobar que es forma bilineal.

Aplicando la definicidn dada anteriormente se tiene:

LS+ 3,5 = (0 + xfyz + (0 + Fys =y + 2y + a0 + xpn =
= Xiya + Xy + X0y2 + Xy = fE, ) + A7, 5)
2. A%, ¥) = Axype + Axgys = xidys + Xadys = Uxys + xys) = AE, 5).

De manera similar se comprueba que se verifican las otras dos condicio-
nes,

fes una aplicacidn bilineal porgue:
¢ Esuna aplicacién de un producto de espacics vectoriales reales en el espacio
& vectorial H.
+ La aplicacién f: B x ' — R cuando mantenemos fija la priv. ra variable
es lineal.
+ [ R xR — R es lineal al mantener fija la segunda variable.

Ademis [ es una forma bilineal porque?

+ Es una aplicacion bilineal de B" x B" — R,
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Sif: E % E — R es una forma bilineal y B = {&, ..., & es una bass de E,
podemos enunciar las siguientes proposiciones:

Y LS SR R gty MR 0 T AT RS AL Pt B

7.1.3. Proposicion

V(% 7) € E x E, el valor de f{T, 7) se puede expresar en funcién de los ua!oms
NE, &)=apconi, j=1,..,m ;

Demostracion:

En efecto, si E es un espacio vectorial de dimensidn n y estd referido a una
base B = (&, ..., &, en el cual los vectores % e ¥ tienen por expresiones respec-
tivas:

F=x& + 08+ .. +x 8, = 21:1:,:.7; e F=wE + Y22+ ...+ Yubn = %yf,.
= ¥

Entonces:

fx ¥ =f( ,_i:* X, ;—:%'J’IEJJ

y aplicando sucesivamente las propiedades vistas en [7.1.2] se obtiene la ex-
presidn:

f®%.3) = 2 x (@, ) = Zagy,

donde fig, &) =ay (i,j= 1,2, .., n), que es ¢l resultado de la proposicién que
queriamos demostrar.

A esta altura del texio, el lector debe estar acostumbrado a manejar con sol-
tura las expresiones del tipo anterior, pero si no fuera asi, es conveniente que
desarrolle alpunos sumandos de la expresidn, e intente después hacerlo en la
forma en que aparece en el libro,
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N S AR B R T 00 L P D B
7.1.4. Proposicion

Fijada una base, toda forma bilineal se puede representar por una matriz cuadra-

da, y reciprocamente, a toda matriz cuadrada corresponde una forma bilineal
linica.

j

La proposicidn [7.1.3] se puede escribir en forma matricial de la siguiente
manera:

&5 = Eﬂuxﬂﬁlzxr(?mm} =X AY.

expresidn que en forma desarrollada resulta;

dy e g ¥
i [ e B3y

_ﬂ:f: F}=(1'1s-f1----1-'¢.] 5“ ;_n H Ez };2
LLPTIE 7 T T M

donde x; e y; representan las coordenadas de ¥ e ¥, siendo X e ¥ las matrices co-
lumna de las coordenadas de @ e ¥ respectivamente y A = (a), es la lamada
matriz de la forma bilineal fen la base 8 = {7, ..., &,], siendo a; = f (€, &;).

De esta forma, fijada una base 8 = |, ..., &}, a una forma bilineal [ dada,
le corresponde una matriz cuadrada A, y $6lo una, con lo cual hemos verificado
la proposicién [7.1.4].

Obsérvese que todos los pasos dados para hacer esta demostracion son re-
versibles, por ello quedan demostradas simultdneamente la implicacidn directa
¥ su reciproca.

? 1 5 Prapuswmn

La rnamz asur:mda a l.II'l'l. f-;mna bﬂmea] f L‘ >< E —) R con'la hasr.: B= 1f., F I
cs mngruentc con l.s, mutrlz asnclada a f cunndn &E cfectlia un camhm de hmc

- 355
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Demostracion;

51 consideramos una nueva base de E, B’ = | €', €4, ..., €], siendo X' e V"
las matrices columna de las coordenadas de ¥ e ¥ respectivamente en la nueva
base, se tendrd: fiX, ) = (XY A'Y', donde A' = (a}) y ay =f €, €]},

Como f se ha definido con independencia del sistema de referencia, se veri-
ficard: (X'} A"} = X' AY.

51 F es la matriz que permite pasar de las coordenadas respecto a la antigua
base B a las coordenadas respecto ala nueva B, serd: X = PX' e F = PY" v lle-
vando estas ignaldades a la expresidn anterior resulta:

X' A'(Y) = (X)) P'APY’

de donde se deduce que: A" = P'AP
es decir que la matriz A" asociada a fen la nueva base B’ es congruente con la
matriz A en la base B,

A R D AL T el |
Ejemplo 7.1.2
Sea el espacio vectorial m?* ¥ su base candnica B = {2, &, €. Dada la for-
ma bilineal f: B’ x ®B' — R, expresada por: %, ¥) = xpn — dxp + Gy =
— x3¥) — 3xqy3. Se pide determinar la matriz asociada y su expresitn analitica.
Solucidn:

fie, & =f01,0,00,(1,0,00)=1-1-4-1-0+6-0-0-0-1-3-0-0=1

De manera similar v teniendo en cuenta que & = (0, 1, 0), & = (0, 0, 1) se
nhtiene:

Iﬁ_ﬁ], Eﬂ:—'d'n ﬁ:E!l E@}=Dr .ﬁ.-é'h Ej}=ﬂ= ﬂE!.EI}E'D
flee, &) =6, fl&s8)=-1, flesB) =0, fles, @) =-3
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|
luego la matriz asociada A tendri la forma: ( 0
-1

v la expresion analitica de la forma es: fiT, ¥) = (x, 1 .xy) (

D R e
Ejemplo 7.1.3

1::1 % 8 i o
Sea A =( 1 1) la matriz que caracteriza a una forma bilineal en la base
B =[#,8) cong =(1,0), & = (1, ). Determinese la matriz A’ que caracteriza

a dicha forma bilineal en la base B' = {&}, &4], con &, = (0, 1), &% = (1, 2), obte-
niendo previamente la matriz de cambio de base P.

Solucidn:

Para obtener la matriz de cambio de base, P, hay que encontrar las coorde-
nadas de una base respecto a la otra:

0 =al,+51,1)= (. f=(-1,1)
(1L2)=8(1,0+y1,1)= (59 =(-1,2)

o =11 e =T 1Yyf1 1yf-1-1% f12
Portanm.P—[ 1 1)}"-4 —FAP—(_] 2)(1 2)( 1 2)_(2 35 )

Es ficil verificar este resultado calculando la matriz A’ directamente, es de-
cir, hallando las imdgenes de ¢} y 5.

#+ Recordemos que las coordenadas de €, = (1, 0) respecto a la base candnica
son (1, 0)y (respecto a la base B) y las coordenadas respecto a B' son:

(260
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Las coordenadas de & = (1, 1) respecto a la base can6nica son (0, 1), (res-
pecto a B) y las coordenadas respecto a B son:

(32)(0)-(3)

T T e R S e S R R T T i)
7.1.6. Definicion de formas bilineales simétricas

fi Ex E — R es forma bilineal simétrica = & =f15,%),V(X, ) e EXE.

T T A T SO S Y
7.1.7. Definicion de fﬂrmas bil.fnea.fes antmmetncas

f E % £ = R es forma bilineal antisimétrica + f(%, 3) = 5f(3, ©), (%, )y € EX E.

Si el espacio vectorial E es R" y 1a matriz asociada A, es simétrica, la forma
bilineal es simétrica real,

Un caso particular de aplicaciones bilineales simétricas es el producto es-
calar.

A T S T L e e e
7.1.8. Teorema

La condicién necesaria y suficiente para que una forma b1]|1leal sea slmémcn es
que la matriz asociada u:unespond:eme sea mmétnca Bt Saton b
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Demostracion:
=) En efecto, si f es siméirica, de la definicion se deduce que:
fE, &) =fE. &) (i, j=1,2,.., n), es decir, ay = a;

pero esta es la condicidn para que la matriz A = (a,) sea simétrica,

e} Reciprocamente, toda forma bilineal asociada a una matriz simétrica A
es simétrica:

La expresidn X' AY es un elemento de B, y por tanto, la matriz que lo tiene
como tnico elemento es igual a su traspuesta: X' AY = (X' AV) =Y A'X =
= V' AX = fiz, 7) =f17, B). Obsérvese que este resultado es independiente de la
base elegida.

YRR

? 1 9, Teorema

La cum:lmu:‘-n neceésaria y suficiente. para que una forma bilineal sea smtmmémca
es que la. matriz. a.sucla.da curraSpundmme sed nntl&lmétncu

La demostracidn de este teorema es similar a la anterior y se deja como
ejercicio para el lector.
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7.2, Formas cuadraticas
T T FETH o PR BRI el T e L ol L e R b H s e h et |

Dada Ia forma bilineal £ E x E — [, si es simétrica, genera un tipo espe-
cial de formas, las formas cuadrilicas.

T e T T S e e R R ARG 12
7.2.1. Definicion de forma cuadrdtica

@ E — [ es la forma cuadrdtica, generada por la forma bilineal simétrica
L ExE-=3R & eslaaplicacidn 0 : £ — R, que verifica Q%) = fiT, T), ¥Te E.

Consecuencia inmediata de la definicién dada y de la de las formas biline-
ales, es que dada una base del espacio vectorial £, B = [, &, ..., €] y conside-
rando la matriz A simétrica, cuyos elementos son ay = f&, ), se tendrd:
(7T) = X' AX, donde, como es habitual, X es la matriz columna formada por las
coordenadas del vector ¥ € £ en la base B,

Desarrollando la expresidn anterior obienemos:

LJ H L]
%) = %:-aﬁx,x, - 2-(:,,}’,-' +2 r_%a@-x,-xj.

e trata de un polinomio bomogénes de segundo grado respecto de las va-
riables x;, Xa, ..., X, cOn coeficientes reales,

Como se puede observar ficilmente, las matrices asociadas a una forma bi-
lineal simétrica v a su forma coadritica son iguales.

TR Tt

E]empto?21
Dada la forma bilineal simétrica real f; B < [ — R, tal que,

fiF, F) = 2 — xive — X+ 2000 + Doy + x2y — gy — Jxgvn + 2y
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Su forma cuadritica asociadaes: (- B — R

OF) = x1 = 23z + 4y + 26 — 63y + 20

1-1 2
Su matriz asociadaes: A= -1 1 -3 |.
2-3 2

Obsérvese que @ se puede oblener tanto a partir de f, como A a partir de
Q(x).

Los pasos seguidos son:

1. Sustituir en fIX, ¥) las coordenadas (¥, ¥+, ) por las coordenadas
(1, X2, X3}

2, Para obtener A se desdoblan los iérminos rectangulares y se colocan en
el lugar correspondiente de la matriz. Es decir, como la matriz es simétri-
ca, el término —Gxyx; = -3 —3xn = en la matriz A serd g = axy = =3,

T T e T A e s
7.2.2. Rango de una forma cuadratica

Rango de u_n'a forma cuadrdtica Q{EJ = Rango de |4 matriz A asociada a dicha for-

La expresion de una forma bilineal depende de la base elegida en el espa-
cio vectorial, 1o mismo ocurre con la forma cuadritica generada por ella.

P et T e S L R g 0 s e i AT P! W bt Lo A £
7.2.3. Definicion de forma cuadratica canonica

: Q'és'fi:_rn.‘na'éuadﬁ':ﬁtica candnica si es de la forma O(7) = ilk.:rf
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7.2. Formas cuadraticas

v s

Es evidente que la matriz correspondiente a una forma cuadréitica candnica
es una matriz diagonal. Segiin lo visto en el capitulo 6, por ser A una matriz si-
métrica existe un cambio de base definido por una matriz ortogonal que trans-
forma la matriz simétrica A en una matriz diagonal A'. Es decir, cualquiera que
sea una forma cuadritica, se puede reducir a una suma de cuadrados (forma ca-
nénica) mediante una transformacion ortogonal,

Dado que existen diferentes transformaciones ortogonales que reducen una
forma cuadrética a una forma canénica nos podemos preguntar si la transfor-
macidn elegida influye en dicha forma reducida,

El teorema de Sylvester (también denominado ley de inercia) da solucidn
a esta pregunta,

T T T S e e e S O S e e T P R
7.2.4. Teorema de Sylvester

Al transformar una forma cuadritica X'AX en suma de cuadrados, ¢l niimero de
estos cuadrados, y el de los términos al’ecmdos dc me.ficlentes pos:lwm :.r n::gah-
vos, son independientes de la Lmse utlhz.udu A TR ;

Demostracidn;

En efecto, los coeficientes &; son los términos de la diagonal principal de la
matriz diagonal A' = P' AP, siendo P la matriz de paso del cambio de base; di-
chos coeficientes coinciden con las raices caracteristicas 4, de A' y con las de A,
pues no se modifican con un cambio de base. Por tanto, las diversas reduccio-
nes de la forma cuadritica X' AX corresponden a diferentes ordenaciones de los
coeficientes A;, lo que no altera el nimero de ellos, ni el signo de los que sean
distintos de cero,
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? 2.5, Defmmmn de srgnatura

Signatura de la forma cuadritica O = Mimero de coeficientes & > 0.

e ek b A 7T T = 1. T e e T -1 T DY 1 g L R T L |
7.2.6. Farmas cuadrdticas definidas
¥ semidefinidas positivas

Una forma cuadrdtica Q es definida positiva si Q%) = XAX >0, ¥ 7 # 0.
Una forma cuadritica 0.es semidefinida positiva si O() = XAX 20, VT = O.

En general, es imposible comprobar la condicidn dada para todos los vec-
tores, por ello vamos a buscar criterios que permitan clasificar mds comoda-
mente las formas cuadriticas,

o R R e e B R e s e R e s e e
7.2.7. Teorema

La condicién necesaria y suficiente para que una forma cundritica sea definida
pusﬂwa es que mda.u las rafces caracterfsticas de Ia matriz A sean pOSHI'I.-'lLb

Demostracidn:

=} Es necesaria, pues si Q(%) = X' AX > 0, ¥ ¥ # 0 (tomamos como hipd-
[tSIS que (I es definida positiva) se verifica en su expresidn candnica:
=A + A8 + .. + 42> 0VEeE cualesquiera que sean las compo-
m:nlns, no todas nulas dcl vector X, lo que exige que todas las A; sean positivas.
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=) Es suficiente dado que todos los valores de A; son positivos, y (T) =

=X AX = ‘Eﬂ.,xf =0 %% e E = La forma cuadritica es definida positiva.

Con la misma técnica se puede demostrar el siguiente teorema;

e R R R R BRI T

7.2.8. Teorema

Una condicién necesaria y suficiente para que una forma cuadrdtica sea semidefi-

nida positiva es que la matriz A sea regular v que las raices no nulas de la ecua-
cidn caracteristicas sean positivas.

7.2. Formas cuadraticas

I T s e e T s e Ty
7.2.9. Formas cuadraticas definidas
y semidefinidas negativas

[ Una forma coadrética ) es definida negativa si OF=XAX <0, ¥E=0. %
Una forma cuadritica () es semidefinida negativa si () = ¥AX=0,¥x20,

Andlogas conclusiones tendrin los teoremas [7.2.7] v [7.2.8] para las for-

mas cuadriticas definidas negativas y semidefinidas negativas, cambiando el
signo de las raices caracteristicas de la matriz.

PRI R T SR R

Elemplﬁ ?,2 2

La forma cuadrdtica O cuya expresién es: Q(x;, x3) = Xj + 23 — 2xy%y, tiene

como matriz asociada A = (_% _% ) :
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Calculando sus autovalores

lA=241] = | 1|-{1—1}’—l"1-11+}1—1-ﬂ{.l D=0 =
A.zﬂ
-1122

Su matriz diagonal es: A" = ( g g ) por tanto, como los autovalores son 0

¥y 2, se trata de una forma cuadritica semidefinida positiva.

SR L T e e e S T T T
? 2 ‘Iﬂ Haducclon a la forma de Jacobi

A an e @

Toda forma cuadrdtica @, cuya matrizes A = | 92 .92 = @] gy

.ﬂhr. i YRR ey -

ayg L4 SRR AT

PRI o SR it AR O R
_A._=auaeu;A1=_|a':; agl?tﬂ';u-;fqu-ﬂ ot g e o B

: ﬂumn '-’?ztu-l:u “"a[a—l'lh—l]

ae pm:-dn, ts:cnblr en la furma de Jncut:u R TLﬂL Vo mediante el

n=k

.‘.. i e .. ].. doo fu- »

cambio de base X = TY : duqd_e Ti= ﬂ 1 ::: ' .{'*:f" e¥= }'?
: : s R e | Y

La demostracitn de esta afirmacidn es lavga y no viene al caso, pero el lec-
tor curioso la puede hacer por induccitn,
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Al observar la reduccidn de formas cuadriticas a la forma de Jacobi, es fi-
cil establecer un eriterio para clasificarlas sin necesidad de calcular sus rafces
caracteristicas. Dicho criterio es el que encierra la siguiente conclusidn:

S e e e e e BT e e o b
3t L T L T i 1L 2 e e A Rl AT TR |

7.2 11 C-::nc.-!usrdn. Crftana de Syfvester

1. La condicién necesaria y suficiente para que la forma @ sea definida positiva
es que se verifique A, >0, A2 > 0, .., Ay = 0,1A1= 0,

2. La condicidn necesaria y suficiente para que la forma Q sea definida negativa
es que se verifique: A, <0, A; >0, 4, <0, ..,

3. 51141 =0, ¥ se cumplen la condicion 1 o la condicion 2 hasta el dltimo A, dis-
tinto de cero, la forma @ serd semidefinida positiva o &am1def1mdn negativa
respectivamente.

4. En otros casos la forma Q serd indefinida o de sngm:r variable.

También es posible clasificar las formas cuadriticas mediante los invarian-

i A A PR D A L 4 2 QA B i 5 L e e ) |
7.2.12. Definicion de invariantes

Invariantes de la forma cuadrdtica Q2 E = R son las propiedades de cualquier
matriz asociada a la forma Luﬂdrﬁma , ue no L]LPL,HIJL-I'I de la base cunsudcradu en
“el espacio vectorial £, .

El rango de una forma cuadritica ( es un invariante (el rango de una forma
cuadrdtica  de E es el rango de la matriz asociada A) tal como se deduce del
capitulo 6, ya que, la relacion entre las matrices asociadas a E en un cambio de
base es una congruencia (caso particular de equivalencia de matrices).
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Otro invariante importante es la signatura (recordemos que la sipnatura de
una forma cuadritica es el nimero de términos positivos que figuran en cual-
quiera de las matrices asociadas que posee). El teorema de Sylvester dermuestra
esta importante propiedad.

Con lo dicho hasta aqui, podemos dar un criterio de clasificacién de las
formas cuadriticas segtn los valores de sus invariantes:

e o ey

oy v . - se
5 EA i R T Iy T NN o L S g A i P A 2 [ 0 10 |

7.2.13. Clasificacion de formas cuadra tn:as
por invariantes

__Sea £ un espacio vectorial de dimensi6n a, rg(Q) el rango de la forma cuadraticy
Q L — [, ysig(Q@) la signatura de dicha forma t.uw.lmnca enluncu

Q es dthn.ldn pusuwa &i: rg{Q} = SLE{Q} =,

Q es d;.hmdu negativa.si: rg(Q) = n y sig(Q) =

- es semidefinida positiva si: rg(Q} o= mg{Q} <n,

. Qes smudctmul.l negatwﬂ 5i: rg(Q} <ny s1g[Q}| =
Q es mdeﬁmda pusnwa 51 rg{Q} # s;gfﬂ} ¥ su,{Q} # U

EJ ERGICIDS

Ejercicio 7.1

Dada una aplicacién bilineal /: V; x V; = R, con ¥ € V|, T € Vy, tal que:
n L A "

V= Emvr yu =J§ﬂ;ﬁf Demuéstrese que: f{¥, &) = E ;E'.:x.,ﬂﬁv,. ).

Solucidn:

En efecto,

-2
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Ejercicios

zanm
fiv,m =_,|"[{ﬁ, ;ﬁjﬁj) , pero por ser fbilineal, entonces: fiv, @) = Eluﬁﬂﬁ, i),
J= -
llevando el valor de ¥ a la expresién anterior: fiv, @) = Z: Fifd ( %uﬁ,f E,-) apli-
F =
cando de nuevo el cardcter de aplicacién bilineal, resulta:
5,0 = 25 2af7i,B) = 2 Za 7, T).
i e s o2 o b s bl e ke
Ejercicio 7.2

Dada la forma bilineal f: R* x R’ — R, tal que su expresién respecto a la ba-
se candnica es: f{(x, xy, 22, (31, 22, 23)) = 2ea) + Jxag + xx] + Bepd — o —
— x4

Obténgase la matriz A" de fen la base B = {(1, 0, 0), (1, 2, 0, (=1, 1, 1}}
de [,

2 36
La matriz. A asociada a frespecto a la base candnica es: A = ( 1 O [l)

La expresion analitica de f es f((x,, xa, x3), (x], ¥3, X3)) =

2 36y/x
B |:.f|_ X2 .l']:l 1 00 .['i :
0-4 1)\

Buscamos la matriz asociada y la expresidn analitica de f cuando cambia-
mos de base en R,

Sillamamos ) = (1, 0,0, ez =(1, 2, 0), e5= (-1, 1, 1} a los vectores de Ja
nueva base B', resulta que:
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L&) &8 flB, o)
A=|fe7 &) fleh &) feL e
&, 8) fleh &) flé, &)

Si utilizamos la expresitn analitica de f para encontrar cada uno de los ele-

2 B 7
mentos de la matriz A": fe}, ), obtenemos: A'= ( 4 10 5 )
=1-15-13

[Eikbeni e li b Al bl HE

Ejercicio 7.3

Indiquese cudles de las siguientes aplicaciones corresponden a una forma
cuadritica:

(2) Q: R = R, tal que, Q(x;, x2) = 1,5

(b) Q: R’ — R, tal que, Q(x,, xa, x3) = X7 + 262 4 1
(€) 0: R’ = R, tal que, Q(x), x5, X3) = 2% + x5 + Zaty
(d) @: R = R, tal que, O(x,, x)) =x’—x2 + 1

(e) 0:R' — R, tal que, O(x;, x, x3) = sen(x? + x2 + 23
Solucidn:

Son formas cuadréticas las aplicaciones (a) y (c).

Las aplicaciones (b) y (d), aunque son funciones polindmicas, no son for-
mas cuadriticas porque tienen algin sumando con grado distinto de 2.

La aplicacién (e) no es forma cuadrética porque no es una funcién poling-
mica.

Y todas las formas cuadriticas son funciones homogéneas de grado dos.
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Pl i o

Ejercicio 7.4

Rtk

Dada la forma cuadritica Q: R — R, tal que,
O(x), X3, 13) = 20} + X3 — 13 — 3x,03 + Xaxy, verifiquese que Q(F) se puede re-

220
presentar matricialmente de la forma: Q(F) = X' AX, siendo A = ( -~{]}I 6 % ) :

Solucidn:

2 =2 0\[fx
XAX=s(xxn)-1 1 1] x|=
] 0-=1 Xy

X
= ((@x - x) (20 +x3) [—1’2“113)(1':) = (20~ xx + (2 + wx +
Xy

: 2 2
+ (g = Xy)x3 = 2] — XXy — 2,2 + X3 + Xphy — X3 = 24 + 25 — x5 = B + oty
A S )
Ejercicio 7.5

Determinese el conjunto de matrices A, para las que se verifica O(F) = X' AX,
referidas al ejercicio 7.4, para todo ® = (x;, x;, x) € R,

Solucidn:

dy ap dgp Xy
XAX=(xyx:x)| ay an an || x| =

dy dyp 3\ X
Xy
= (@) + Xy + Xdy Xdn + Gan + Xdn Xdn + XaGn + Ndn)| X2 | =
X3

1
= G||12| + ﬂnﬁ + @33y + (@12 + g0 + (@ + aylxx + (an + aglon =
=22 + 28 -2 = 3Inn + 00
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Ejercicios

Luego debe ser:
an=2,an=1,an=-1
Ademds:
aptap=-3,an+ay=0,an+an=1
condiciones que verifica la matriz A dada en el ejercicio anterior, pero existen

infinitas matrices que pueden representar la forma cuadritica Q.
Por tanto el conjunto pedido es:

2 @y dpi
d-ap 1 l-ay con g, dy, dy € [
=iy dy -1

Una matriz de este conjunto es:
2 1 1
A=l 4 1 -2/
-1 3 -

Ejercicio 7.6

Del conjunto de matrices obtenidas en el ejercicio 7.5.

a} Obténgase la tinica matriz simétrica B,

b) Compruébese que B = 1/2 (A + A", siendo A la matriz dada en el ejer-
cicio 7.3,

Solucion;

a) Para que la matriz sea simétrica se debe verificar:

dip =dyy, A3 =dy, dn=day

3417



7 Formas bilineales

ademds para que pertenezea al conjunto, se debe cumplir que:
@ t+ay=-3, ap+ay=0, aptan=1
luego:

-]

a|;=ﬂz|:'—£""= ap=ay =0, ﬂn=ﬂ.‘lz='i'

o sea que la matriz pedida resulta ser
2 =32 0
B={-32 1 12
0 12 -l

by

1 | 22 0 9:2] 0 1 [43 0
—A+AY=—([-1 1 1)+[2 1 O]}=—|-3 2 1]=
2 2 0D 0-l 0 .l 210 1-2

2-32 0
=|-32 1 1/2)=8
¢ 12 =1

Se llega al mismo resultado, cualguiera sea la matriz A, que represente la
forma cuadritica dada en el ejercicio 7.5.

Jtigder e it R e
Ejercicio 7.7.

Hillense el rango y la signatura de las formas cuadrdticas cuyas expresic-
nes son:

a) Oy, X2) = 200 + 3y + 62

b) Qx, Xz, X3) = 1+ 205 + dxgxy + 28
c) Qlxi, x3, X3) = 3 + 253 + 2xpx; + 4xaxy
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Ejercicios

Solucidn;

a) La matriz asociada a la forma de expresion O(x,, x;) = 228 + Jxpep + 63,
B!

{232\ g 39
“‘l_(llfz E)rlﬂ—u!—l 32 6-1 =3 —M+T—ﬂ

Los autovalores son:

A=132,4, =32 = sig(( =2
Al 20 =rg(Q) =2

b) La matriz asociada a la forma de expresidn Q(x,, x;) = x| + 2x3 + <wx, +

+ 205, es:
1 00
A=[0 2 2
0 2 2
1-4 0 0
A-Al=] 0 2-2 2 |=Q-'1-D)-HI-D=(1-DA{A1-4)=0
0 2 2-A

Los autovalores son:
A=l =0, A3=4 =sig(Q) =12
ademds, 1g(Q) = 2.
¢) Matriz asociada a la forma de expresidn Q(x,, x;, x3) = I8+ 2on +
3 1 1

+ 2t dnn: A=|1 0 2
1 290
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Ejercicios

1=1 1 1
A-Al=] 1| =1 2 |=20-D+4+22-423-1)=
1 2 -

B-DA-D)+21+2)=C-DA+2)A-2)+21+2) =
(A+2)-A+51-4)=0

nn

Luego los autovalores son: 4, = =2; Az = 1; 4; = 4 =sig(Q) = 2, ademds

18(Q) = 3.

P i YT
Ejercicio 7.8

Clasifiquense las formas cuadriticas del ejercicio anterior,
Solucidn;
A partir de los resultados obtenidos en el ejercicio anterior, llegamos a que:
a) La forma cuadritica es definida positiva, pues:
Q) =sig(@) =2=n
b) La forma cuadritica es semidefinida positiva, pues:
g(Q@) =sig(@)=2<n=3

¢} La forma cuadrética es indefinida, pues existen autovalores positivos y
autovalores negativos.

B Ll o e
Ejercicio 7.9

-=x 0 1+x

1 x =x
Clasifiquese la forma cuadritica asociada a la matriz: A = ( xrl-x 0 ) '

para los distintos valores de x € R,
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Solucidn:
1-4 X -X 1-4 X —K
lA=Al=| x (1=204 0 = x (l=-D-x 0 =
X 0 (1+x-4 —x 0 (1-A)+x

=(1-A)[(1-2D-2[(1 =D +x] -F[(1 =) =x] =2 [(1 =) +x] =
={1-A)[(1 —R.}*-—x‘] -?_x’{l =Ay=({1-34) [ﬂ.‘—lﬁ.q— (=3 + )] =0

Por tanto es:
A=1; A=1+V3g 4=1-V3x
Para que la forma cuadrdtica sea definida positiva debe ser:
rg(Q) = sig(Q) = n.
Luego:

]
A;=]+V§x>ﬂ-¢x}?-
3

1
A=1-V3a>0 n.!.'f::l:?-
3

. : : 1 1
La forma cuadrdtica resulta definida positva ¥V x (—- ; ) . ¥a que,
rg(Q) =sig(@) =n=3. Vi' V3

, | 1
Six= br=- la forma cuadritica resulta semidefinida positiva,
V3 Vi "

pues rg(Q) =sig(Q)=2yn=3.
Para los restantes valores de x la forma cuadritica resulta ser indefinida,

Ejercicio 7.10

Estidiese mediante el criterio de Sylvester el cardicter de la forma cuadriti-
ca expresada por: (%) = 1" - 2y* - 2 + 2wy + xz.
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Solucion:

La matriz asociada a Q es:

1 1 1/2
A= 1 =2 0
12 0 -1

Ar=1>0;4;= ‘ v

1 7
=3<0; Al =2+—+1=—
2 2

Por tanta, se trata de una forma cuadritica semidefinida.

#

EL PROBLEMA DE LA
PROGRAMACION LINEAL

INTRODUCCION

Aungue con la Revolucidn Industrial ya se buscaban soluciones dptimas a
diversos problemas, no es hasta el siglo xx cuando la programacién matemati-
ca experimenta un mayor desarrollo, debido inicialmente a motivos estratégi-
dos, Ya durante la Primera Guerra Mundial existian diversos grupos, integra-
dos a menudo por cientificos, dedicados al andlisis de las operaciones tdcticas
y estratégicas. Por ejemplo, se encargd a Thomas Edison el desarrollo de es-
trategias para disminuir las pérdidas de navios mercantes ocasionadas por sub-
marinos, & partir del estudio de sus maniobras, Durante la Segunda Guerra
Mundial un equipo de cientilicos fue el encargado de estudiar y desarrollar
tdcticas asociadas con la defensa de Inglaterra; su ohjetivo era determinar la
utilizacidn més efectiva de sus limitados recursos militares. La creacién de es-
te equipo propicid los primeros trabajos formales sobre lo que luego se deno-
minar(a la “programacidn lineal”

Fue Gran Bretafia la iniciadora de los trabajos, pero el liderazgo fue pron-
to asumido por los EE. UU., donde la Rand Corporation comisiond a un grupo
de matemdticos para resolver problemas de logistica del ejército. Fue en este
periodo cuando se acufid el término Programacién Lineal. La palabra “progra-
macidn” proviene de las aplicaciones a problemas que tratan de programar su-
ministros o distribucidn de cantidades y el t#rmino “lineal” indica que las
ecuaciones e inecuaciones son lineales.
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8 El problema de la programacion lineal

Por otra parte, la aparicién de los ordenadores propicid el desarrollo de téc-
nicas y algoritmos para la resolucidn de este tipo de problemas, contribuyendo
al desarrollo de la programacion matemdtica por motivos econdmicos o indus-
triales,

La mis importante técnica matemdtica especifica en este campo fue la de-
nominada “Método Simplex de programacidn lineal” que fue dada a conocer
en 1947 por el matemdtico norteamericano George B. Dantzig. Se trata de un
procedimiento iterativo algebraico que resuelve con exactitud cualquier pro-
blema de programacidn lineal en un nimero finito de pasos, también indica los
casos en que hay solucidn no acotada o simplemente no existe solucién.

Desde entonces se han desarrollado nuevas técnicas v aplicaciones gracias
al esfuerzo y la cooperacidn entre las instituciones académicas y el mundo em-
presarial que rdpidamente vio la importancia y la eficacia de estas técnicas en
la resolucidn de problemas de indole econémico, sobre todo en el campo de la
organizacion y la planificacion,

George Danizig

v - r i ey
LML_-L-.-_\.. J ||-‘_._ F‘_ - "..v-n.l_ I-r | { J_ul-l-—lmd-\

GEORGE DANTZIG TR
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i dos Estudi¢. Matemticas en las Universidades de Mm'y!ancl}r Michigd. Tei- - f
rmnﬁ SUS. estiu:hus en 1937 y desde este afio ‘hasta:1939 trabajé en la oficina -
= urtcan‘mncm dﬁEstadIstlcas Laborales. Durante la Sr:gunda Guerra Mundw]

: tmbifjd (____"e]x ! grh:l Gnnara] de Cl:mirul E-sl:adfsucu astudoum{iense &
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:»\ﬂwﬂmmg' mupmtmﬁn a las Matemﬁu:mﬂ hi qfeé: ,p‘f.,a.fd:g
i nétoda ) Eéq:x mientras trabajaba en el Ejégclm,égqlqéﬁ fmﬁ_ (2 '
b rﬁ_fcg o: u;[gplamﬂi:amén resueltos cmcalculud.gimazdeg,pqtmllo téchica.
ida . _mpmb]'é mlhtarﬁz:lngipmgrm,]gm' . n
‘801
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8 El problema de la programacion lineal

8. 1 El problema de la prugramamun lineal

R T

i i = L e s
e e Lo b T L b LA AL e R A Lt i

Cuando nos enfrentamos a problemas reales, observamos que normal-
mente los problemas que se pueden plantear como un sistema de ecuaciones
lineales {cuya resolucidn, como ya se ha visto a lo largo de este libro, nos la
proporciona el Algebra) son muchos. Pero es mds frecuente que nos encon-
tremos problemas donde interese maximizar o minimizar alguna o algunas
cantidades. Por ejemplo, una empresa debe seleccionar a sus proveedores pa-
ra minimizar costes, debe distribuir las materias primas para la elaboracidén
de diversos productos de tal forma que la ganancia total sea méxima o si dis-
pone de liminas de pldstico para la elaboracién de placas de varios tamafios,
debe cortarlas para que se aproveche al méximo el material y los beneficios
sean méximos,

Problemas de este tipo surgieron en relacién con la Economia, Medicina o
Ingenierias, donde a menudo se plantean problemas con un gran nimero de va-
riables y con diversas condiciones impuestas a estas variables. Estos proble-
mas se pueden expresar matemdticamente como un conjunto de desigualdades
lineales y son el origen de la programacién lineal,

e R A, & s e |

Ejemplo 8.1.1
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Una fiibrica de CD-ROM produce dos tipos distintos de discos grabables:
de 74 y 80 minutos. Para la fabricacidn de cada CD, éste debe pasar por tres
mifquinas distintas, en el mismo orden, que llamaremos A, B y C. Las méqui-
nas A y B tienen un bajo coste de mantenimiento, por lo que su tiempo anual
{méximo) de funcionamiento depende de la disponibilidad de los operarios
de cada una de ellas. Por el contrario, el mantenimiento de la mdquina C es
muy costoso, por lo que es necesario que esté funcionando un ndmero mini-
mo de minutos. El mdximo anual del tiempo de funcionamiento en esta mé-
quina estd condicionado, por los minutos que hay en un afo. Estos datos es-
tin, obviamente, incluidos en la siguiente tabla, donde ademids se muestra ¢l
nimero de minutos que necesita cada miquina para fabricar un CD de cada
uno de los tipos,

8.1. El problema de la programacion lineal

Minutos empleados en la fabricacion Vilaiiiaa
74 min. 80 min. de funcionamiento
Miaguina A 7 1 = 23000
Migquina B 3 3 = 239200
Miquina C 1 Z = 115200
= 525600

Ademds, sabemos que la venta de cada CD de 74 minutos deja un margen
de beneficio de 13 céntimos v el margen que proporciona la venta de cada uno
de 80 minutos es de 12 céntimos de euros, ya que ambos se venden al mismo
precio y los costes para elaborar un CD de 74 minutos son menores, Tenizndo
en cuenta estos datos, se quiere determinar cufntos discos de cada tipo hay que
fabricar al afio para maximizar el beneficio total.

Una primera etapa para la resolucidn del problema es su formulacidn en
términos matemdticos. Hacemos notar que todos los problemas de este tipo
presentan unas caracteristicas comunes. En primer lugar, tenemos una funcidn
{en el ejemplo anterior, beneficio) cuyos valores extremos (miximo, en este
caso) queremos determinar, Por otra parte, estd sujeta a ciertas restricciones,
que en este caso son el tiempo que emplea cada una de las mdquinas en la fa-
bricacidn de cada tipo de CD y los minutos que estd funcionando cada una al
afo.

En resumen, el problema principal de la programacién lineal es oplimizar
una funcidn lineal, lo que significa calcular los valores dptimos (méximos o
minimos) de una funcién lineal, llamada funcién objetivo, sujeta a ciertas res-
tricciones (igualdades o desigualdades lineales). Introduciendo una formula-
cidn matemitica, el problema se traduce en calcular mdximos o minimos de la
funcidn lineal:

Optimo F = ¢yx; + 3%y + ... + Gy (1)

si se imponen las restricciones:
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8 El problema de la programacion lineal

Xy X oL @y = Iy

A X+ QaXs + oo b ki = Iy

e, 1 X + e 252 AL L ¢ AU = h;ﬂ

-l {2)
Xy + dgXy oo F ke S B

@11 X1 F Ty 23Xz + o+ Bra ke 2 Deyy

1) b Gpa¥s o Oty 2 By

hi
siendo las b no negativas, y ;i 20,620, ., x, 20 (3)

Sefialamos que tanto la funcidn F como las desigualdades son expresiones
lineales de las variables; éste es el origen del término “lineal”, En general, las
desigualdades del tipo < suelen representar limitaciones de recursos. Las del ti-
po = normalmente significan condiciones téenicas, legales o relativas a la cali-
dad del servicio. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 5 2 0, ya
que en caso de no serlo, basta multiplicar la desigualdad por —1.

En este punto, y como estd siendo habitual a lo largo de este libro, como
paso previo para poder resolver matemdticamente este problema, es necesaria
unificar notacién y definir formalmente diversos conceptos (ya hemos utiliza-
do alpunos implicitamente ).

P T e T T T T T e S e TR R R

8.1.1. Definicion de funcion objetivo

[ Funcidn objetivo es la funcidn lineal F que se quiere optimizar.

TEHETR

R TR i
LA E AR i N S O P T e

8 1 2 Definicion de restnccmnes

Restricciones son las desigualdades lineales (2) y (3) que deben ‘-'I:I'lflﬂal' las solu-
ciones de un pmhh.mﬂ de programacidn lineal.”
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8.1. E! problema de la programacion lineal

PSS £

Estamos trabajando con puntos de la forma (x, xa, .., 2,), que pueden ser
considerados vectores de ", Claramente existe una regién en K" que verifi-
ca cada una de las restricciones. Por lo tanto, la interseccidn de todas ellas,
serd el conjunto en el que hay que buscar las posibles soluciones que optimi-
zan el problema. Definimos as{ solucidn factible, conjunte factible y solu-
cidn dptima.

L B W B R e I A At LT LA WSS KA et
8.1.3. Definicion de solucién factible

Los puu[ds{xﬁ X x;} R que satisfacen las restricciones (2) y (3) son deno-
minados soluciones factibles,

8.1.4. Definicion de conjunto factible

Mﬂ;ﬂg es el conjunto de [R* cuyos puntos {f., X3, - XoJ 800 soluciones
que satisfacen las restricciones |:2] ¥ I:3'_|| Tamhlén e85 dﬂl'JDT!'Ill'lddﬂ regicn dc presi-
I:ulu'lasi 0 Qomsl.wlumn s ; :

El conjunto factible puede ser vacio si las restricciones son incompatibles.

. En este caso, el problema de programacidn lineal no tiene solucidin, Ademis,

puede ser acotado o no acotado. Intuitivamente, podemos decir que en el plano

o en el espacio, un conjunto es acotado si estd contenido en un circulo o en una
esfera de radio R, respectivamente, y es no acotado, en caso contrario,

Por otra parte, se puede suponer que no hay restricciones redundantes o su-
perfluag, es decir, que no hay restricciones cuya eliminacidn no significa una
modificacidn del conjunto factible. Mis adelante explicaremos por qué €l con-
junto factible se llama también convexo solucién.
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8.1.5. Definicién de solucién optima

Solucidn dptima es aquella solucidn factible que optimiza {maximiza o minimiza)
la funcidn objetivo.

La solucién dptima no tiene por qué ser tinica. Como veremos, un proble-
ma de programacién lineal puede alcanzar las soluciones Gptimas en un seg-
mento o en otro conjunto.

Vamos a explicar estos conceptos en un ejemplo,

L LT RSN
Ejemplo 8.1.2
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Continuando con el ejemplo {8.1.1], sean x e y el mimero de discos de 74 y
B0 minutos que dicha fibrica produce al afio, respectivamente. El beneficio to-
tal, en cénlimos de euro es ;

F=0.13x+0.12y

que es la funcidn objetivo, que queremos maximizar. Ademds, los minutos em-
pleados para la fabricacidn de estos discos en las mdquinnas A, B y C serdn

Tx+y
I+ 3y
x+ 2y

Teniendo en cuenta ¢l ndmero mdximo de minutos que pueden estar en
funcionamiento cada una de estas mdquinas al afio, se deben satisfacer las res-
tricciones

Tx + y € 230400
3x + 3y = 259200

8.1. El problema de la programacion lineal

x + 2y < 525600
x+ 2y = 115200

Obviamente, las cantidades de discos que se fabrican son mayores o igua-
les que 0, por lo que tambign se debe verificar

xz20
y=0
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8 El problema de la programacion lineal 8.2. Resolucion geométrica del problema...

8.2. Resolucion geométrica del problema

Dado un sistema de desigualdades lineales, considerando dos variables x e
de la programacion lineal

¥, como los expresados en (2) y (3) de forma general, buscamos el conjunto de
puntos que verifique todas las restricciones, es decir, el conjunio factible. Des-
de el punto de vista intuitivo, claramente la solucidn dptima debe estar en la re-
gidn del plano que es la interseccién de todos los semiplanos definidos por las
desipualdades, ya que debe verificarlas todas simultdneamente.

[ PR SRR S R Al e i T S 7 Sl

Aunque los problemas de programacidn lineal pueden tener ciertos, e in-
cluso miles, de variables, si consideramos problemas donde en la funeidn obje-
tivo F sdlo intervienen dos variables (como el ejemplo [8.1.2]), para su resolu-
cidn se sigue un procedimiento geométrico que resulta muy intoitivo y que _

asamos a describir 2 continuacidn. En este caso, F = cx + ooy o
i g Ejemplo 8.2.1

—

'D WVamos a determinar geométricamente el conjunto del ejemplo (8.1.2] Las
cb Sabemos que la representacidn prafica de una ecuacion en las variables x e restricciones son
/ v es una recta en el plano, de ecoacion y = mx + b, Consecuentemente, una de-

sipualdad del tipo y = mx + b, con m 2 0 describe los puntos (x;, vy) situados en Tx + y = 230400

une de log semiplanos delimitados por 1a recta anterior (sombreado, en la figu- 3x + 3y = 259200

ra 1). De la misma forma, una desigualdad del tipo y = mx + b describe los pun- x+ 2y 2 115200

tos (xp, yo) situados en el otro semiplano (en blanco en la figura 1). A partir de x4 2y = 525600

estos argumentos, observamos que cada una de las restricciones ayx + apy = xz0

< by, apx + agy = b tienen como conjunto solucidn uno de los dos semiplanos y=0

delimitados por la recta ayx -+ aqy = by,

Una forma sencilla de determinar, a partir de la recta correspondiente, cuil
de los dos semiplanos es el buscado es elegir un punto en uno de los semipla-
nos ¥ comprobar si satisface la desigualdad. Por ejemplo, podemos elegir el
punto (0, ) y estudiar 5i 0 = b; o, por el contrario, 0 2 b, A partir de estas desi-
gualdades, seleccionamos el semiplano correspondiente.

Figura 1
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Los semiplanos comrespondientes a las cuatro primeras desigualdades se
muestran en la figura 2. Como hemos indicado antes, una forma sencilla de de-
terminar, a partir de la recta correspondiente, cudl de los dos semiplanos es el
buscado es elegir un punto en uno de los semiplanos y estudiar si satisface la
desigualdad. Por ejemplo, si escogemos (0, ) observamos que satisface Tx -+ y
< 230400, por lo que sombreamos el semiplano en el que estd.

Tenemos que seiialar que la dltima de las restricciones es superflua, es de-
cir, su eliminacitn no modifica la regidn factible, ya que los puntos del primer
cuadrante que verifican la primera restriceidn también verifican ésta,

Por otra parte, las restricciones x 2 0, y = 0 significan que las soluciones
van a estar en el primer cuadrante, que serd el que consideremos. Asl, la inter-
seccign de los cuatro sermiplanos de la figura 2 con este coadrante nos propor-
ciona la regidn correspondiente al conjunto factible (figura 3). Observamos
que el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera del conjunto factible
estd dentro de dicho conjunto. Esta caracterfstica la verifican siempre los con-
juntos factibles, como veremos més adelante.
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8 El problema de la programacion lineal

o
Tx + y = 230400
Jx -+ 3y = 255200
)
X+ 2y = 525600
x+ 2y = 115200
e —— N
Figura 2
Tx + y = 230400

x4 2y = 115200

Figura 3

8.2. Resolucion geométrica del problema...

lizaremos mis adelante) a la interseccidn de las rectas que forman la poligonal.
Cuando tenemos los vértices que delimitan el conjunto factible, a partir del si-
guiente teorema podemos determinar la solucidn dptima o las soluciones Gpti-
mas entre todas las posibles.

T L T A A S A e s B B L

8.2.1. Teorema

5i una funcién objetivo F de un problema de programacidn lineal definido en el
plano alcanza su valor extremo (méiximo o minimo) en una solucién factible, en-
tonces este valor extremo se asume en un vértice del conjunto, o en el segmento
que une dos vértices :

La demostracidn de este resultado se escapa de los objetivos de esia seccidn,
pero sefialamos que se basa en que los valores de la funcidn objetivo son constan-
tes a lo largo de cada recta de B’ de la forma ¢,x + ¢yy = k, denominadas curvas
de nivel. Estas rectas son todas paralelas entre si y, por lo tanto, los valores extre-
mos se alcanzarin al menos en uno de los vértices del conjunto factible (figura
4). Para una demostracién detallada, consultar (Fraleigh y Beauregard, 1985).

Figura 4

Una vez que sabemos cudl es el conjunto factible de un problema de pro-
gramacion lineal, necesitamos saber como “elegir” la solucién Gptima dentro
del conjunto. En este caso, los conjuntos factibles van a estar delimitados por
poligonales abiertas o cerradas. Vamos a llamar vértices (concepto que genera-
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El resultado anterior sugiere el siguiente procedimiento para hallar el mé-

ximo o minimo de una funcidn objetivo, sujeta a unas restricciones:
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8 El problema de la programacion lineal

. Determinar el conjunto factible,

. Determinar si se alcanza un valor extremo en este conjunto.

. En caso de que se alcance, determinar las coordenadas de los vértices
del conjunto factible,

4. Calcular el valor de la funcidn objetive F en los vértices, El valor ma-

yor {0 menor) obtenido es el médximo (o, respectivamente, minimo) de

F en el conjunto factible.

Lad o

El segundo punto es el que, en principio, plantea mayores problemas. En
general, podemos afirmar que si el conjunto factible es acotado, entonces la
funcién objetive alcanza en €l su méximo y su minimo. 5i el conjunto no es

acotado, entonces puede no alcanzarse ninguno, uno de ellos o los dos, como
se verd en los ejercicios.

Py N B L R )

Ejemplo 8.2.2

Siguiendo con los ejemplos (8.1.2] y [8.2.1], 1os vértices del conjunto son

los puntos (0,57600), (0,86400), (24000, 62400) y (26584.6,44307.7), como se
aprecia en la figura 5.

{G,QEZEGEE_ ___‘_‘_‘x_?__w
(0,230400) —_—
Tx + y = 230400

(0,86400) | 35 + 3y = 259200

———

{24000, 624003

(©.57600) 2y = 115200 44307.7)

Figura 5
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8.2. Resolucion geométrica del problema...

La funcidn factible Fix, ) = 0.13x 4 0.12y en los vértices toma los valores

F0,57600) = 0912 F(0,86400) = 10368
(24000, 62400) = 10608 F(26584.6, 44307.7) = §772.0

Luego para obtener el méximo beneficio se deben fabricar 24000 discos de
74 minutos y 62400 discos de 80 minutos al afio.
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8 El problema de la programacion lineal

8.3. Expresion matricial del problema general
enn varmbles

e e T e T T Gl

Para problemas donde intervienen dos variables, la resolucidn geométrica
es un método muy intuitivo y relativamente sencillo. Sin embargo, con gran
frecuencia se plantean problemas de mayor complejidad, donde el nimero de
variables que intervienen es mayor y su resolucién no es posible empleando
este método. Para resolverlos, intentaremos reducir nuestro problema a otro

cuya resolucidén conozcamos, téenica habitual en Matemidticas.

Hemos estudiado como resolver sistemas de ecuaciones lineales. Por tanto,
nos puede interesar transformar las desigualdades en igualdades, ya que asi te-
nemos un método para determinar las soluciones. Esta transformacidén es posi-
ble introduciendo unas nuevas variables, denominadas variables de_holzura.

8.3.1. Definicion de variables de holgura

que Ias dengualdadcs se n&nsforman en lguﬂldades &

Las variables de holgura son unas variables X,.1, ©.., Xum = 0, que se introducen en
el conjunto de restricciones.de un problema de programacicn lmeﬂl dr: lal forma

La introduccidn de las variables de holgura se realiza, introduciendo la va-
riable x,., de forma que se obtenga una igualdad, teniendo en cuenta que deben

ser siempre mayores o iguales a cero:

apXy + gts + .. 3, S by es equivalente a apx + gt o+ Gty F X =By
Xy gty kX, 2 by es equivalente a agxg + @i o+ ety = X =

Obviamente, si las resiricciones son igualdades, no es necesario introducir
en ellas variables de holgura. Por otra parte, el coeficiente de estas nuevas va-
riables en la funcién objetivo debe ser siempe ¢, =0parai=1, ..,
restriccién del tipo £, la variable de holgura significa cantidad de recursos no
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utilizada y en una desigualdad del tipo = representa el exceso con que las con-
diciones son satisfechas,

A partir de la introduccién de las variables de holgura, las ecuaciones (1),
(2) ¥ (3) se pueden escribir como

Optimo F=cpe + oo + o+ cpx, (4)
i Xy + Qs+ ...+ Qi = by

gy + @k + .+ Ak, = B,
Byt 18 + T aXn + oon + g alp T Xy = Byt
- e (5)
Xy + Gk + o+ Gy + e = by
et 1) F g1 2% F e F Tepin — Xpsra] = br1|

R R - e

con las b; no negativas y siendo, de nuevo, x; 20, x5, 20, .., Xyn 2 0 (6)

e T e L e e R e e R TS TR e E T
8.3.2. Expresidén matricial del problema
de programacion lineal

Incluyendo las variables de holgura, el sistema anterior se puede ex presar
en forma matricial como

Ax=b L

{fmﬂmo F=ex + caxa 4 oo+ Copmosm
F=0x, X1 .o Xorw) €8 €l vector de las variables,
€= (01, ooy Crem) €5 €] vector de costes,
A es una matriz de dimensiones n x (n + m).
b= (b, ..., by) es un vector de n componentes.

Obsérvese que el vector de costes incluyen los coeficientes correspondien-
tes a las variables de holgura y que toman en valor ¢; = 0 si i > n. Por otra par-
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8 El problema de la programacion lineal

te, las filas de A representan las restricciones v sus columnas las variables tota-
les (es decir, las del problema mis las de holgura) y todas las componentes de
b son mayores o iguales a cero,

AT T

Ejemplo 8.3.1

Dado el siguiente problema de programacién lineal, introducir las varia-
bles de holgura y expresarlo en forma matricial.

aptimo F = 3x, — x; 4+ 1
Xy + lx] =2
Xy =+ 4.x.1| <8
Xp—Xa—Xy 25

Hay dos desigualdades, por lo que introducimos dos variables de holgura;
x4 ¥ xs. Las restricciones se pueden expresar como

N+ 2n=72
Xpt+dn+x=8

X —Xa—Xy—Xs=3

La expresion matricial del problema es

aptimo F = 3x, — x + xy

X
1 2 0 0 0} X 2
D 1 4 1 0f)*|=|8
] -1=1 O=1]|™ 5
X3

Observamos que en este problema aparecen no s6lo las variables del proce-
50, sino también las variables de holgura que hemos introducido. Una vez que
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hemos transformado el problema real en un sistema ya estudiado y resuelio por
el .ﬂi]gebra Lineal, se va a buscar un algoritmo para su resolucidn,

Como al introducir las variables de holgura hemos aumentado el nimero
de variables, las definiciones que hemos dado a lo largo del capitulo siguen
siendo vilidas, con la salvedad de que, en este dltimo caso, las variables consi-
deradas son tanto las iniciales del proceso como las nuevas variables, Resulta
conviente definir ahora otros tipos de soluciones, que se van a utilizar en la re-
solucidn del problema general de la programacidn lineal.

8.3.3. Deﬂnicfﬂn de mfumin basi‘ca

Unn solucidn far,uble. 5 solucidn bisica si no mis de n mmponentts {m es el nu-
mero de restncmunes} son positivas. Si el niimero de cumpnnenres positivas es m,

e dTCE que €5 una mmmm_m_mmm

RIS TR
Ejemplo 8.3.2

51 las restricciones son

11:.-1-.5:259 AP 2\x1+xl+-x4=9
es equivalents a
x1+x2—2x‘],33 = x.,+x1—'2x_1—,x5=3

una solucidn bisica no degenerada seria (0,0, 0, 9, 3).

El nombre de solucidn bisica se debe a que las incognitas que toman valo-
res distintos de 0 en la solucidn bédsica, van a formar una base del problema.
Como veremos més adelante, disponer de una solucidn bdsica es muy impor-
tante para poder resolver un problema de programacidn lineal por el método
simplex.
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8 El problema de la programacion lineal

8.4. Conjuntos convexos
T T T T T T T e RO

El siguiente paso en la resolucidn de problemas de optimizacidn es la ge-
neralizacién de diversos conceptos y resultados que se expusieron al resolver
geométricamente ¢l problema en el plano, Los problemas, a pesar de tener dis-
tinto mimero de variables, presentan conjuntos factibles con propiedades muy
similares, que vamos a estudiar a continuacidn,

T S e L T Sy R ]
8.4.1. Definicién de combinacidn lineal convexa

Dados los puntos (vectores) Py, Py, ..., P de un espacio vcclorml de dimensidn n,

diremos’ que un punm P es w d: cllas 31 c:uutl:n nume—
ros reales an r.rz, vey O tu]es que et

; 3 ; B3 e
P= af.P. +.-:r2P;+x... + al”y con _F.l,{:r; =_1.§

En la definicién anterior, cada punto estd definido por sus coordenadas al
ser considerado un elemento de un espacio vectorial (podemos suponer que es
["). Por tanto, no supone ninglin problema realizar P = e Py + aoPy + ... +
+ o, ya que tenemos definidos el producto de vectores por nimeros reales
(escalares) ¥ la suma de vectores.

TR RO ANE T

Ejemplo 8.4.1

Un ejemplo de combinacidn lineal que vimos en capitulos anteriores es
considerar los colores que se pueden formar a partir de tres colores primarios.
En un ordenador, los colores son tratados como una combinacion lineal conve-
xa de rojo (R), verde (G) y azul (B),
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B e L R it e o e
B2 i b 1T o S R Y i e 1 1T PSR L 1 L i |

8.4.2. Definicion de segmento

Un gegmento de extremos Py ¥ P; es el conjunto de todas las combinaciones li-
neales convexas de los puntos P, y P,

Esta defincidn coincide con la idea geomélrica que tenemos de segmento,
Si tenemos dos puntos en el plano P, = (x,, ¥,) ¥ P2 = (xz, w), una caracteristica
comiin a cualquier punto P del segmento que los une, con coordenadas (x, ¥) es
quex; SXSx;ey =y Sy, como se muestra en la figura 6. Para que se verifi-
que esto v, ademds, que los puntos estén en la recta que los une, debe ser
x=ax +(l —akgey=ay+ (1 -a)y para 0 < as 1. Esto es lo mismo que
decir que F es una combinacidn lineal convexa de P, v P,

Py = (x3,y)

P=(xy)

Pr=(x;.0)

- Figura 6

-

Ve 7 5 LD B A e 1 e Ll P o O B TS e |
8.4.3. Definicion de conjunto convexo

C es'un conjunto convexo si dados dos puntos de € cualesquiera, P, y P, cual-
quier combinacién lineal convexa de ellos estd incluida en el conjunto.
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8 ¥l problema de la programacion lineal

A partir de la definicién de segmento, podemos afirmar que un conjunto
convexo es aquel que contiene el segmento que une dos puntos cualquiera de
él. Para aclarar peométricamente el significado de los conjuntos convexos, en
Ia figura 7 hemos representado un conjunto convexo (a) y dos conjuntos no
convexos (b) ¥ (c). Sefialamos que el conjunto (c) no es convexo porque estd
formado por dos componentes, a pesar de que cada componente si es convexa,

(a) (b) ()

: (o

Figura 7

(PO a1 S L

Ejemplo 8.4.2

Ejemplos de conjuntos convexos son: una recta, un circulo, los puntos in-
teriores a un recténgulo, a una esfera o a un paralelogramo. Otro ejemplo de
conjunto convexo es un segmento.

Demostremos analiticaments que un circulo es un conjunto convexo. Los
puntos (x, ¥} del cireulo centrado en el origen verifican 2+ yz < R*, donde R es
su radio, Sean (x,, ¥,) ¥ (X2, y2) dos puntos del circulo. Entonces un punto (x, y)
que pertenece al semento que los une verifica

x=ax + (1 —ax:
y=ap+(1-adw

para algin @, 0 < @ = 1, Hay que demostrar que S+y<R:
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Z 4y = fax, + (1 —a)n)’ + (ays + (1 —alys)' =

= n“x‘i +(1- ﬂ]1 .r;, + 2a(1 — &) xpxp 4 aty. +{1 - ﬂ}z }'?é +iol —atmm =
=a’(xr + 1) + (1 - @)’ (2 + D) + 2a(1 - a)xa + yiya) <

SR +(1+a -2a)R* + 2a(l —-a)R* = R?

Hemos utilizado las propiedades del producto escalar de dos vectores

(x1, 1) ¥ (x2, ¥2} v que el coseno del dngulo que forman, estd comprendido en-
tre-1yl

X + Yo < o, 100 y) = |Gyl [| G 32| cos @S Vi +37 ViR A< R

Luego un circulo es un conjunto convexo. Suponiendo tres variables se de-
muestra, igualmente, que una esfera sélida es un conjunto convexo.

bt A i 28 P T T o B A B T L e T e L RS T R ST S R e

8.4.4. Definicion de vértice

Un punto £ de un conjunto convexo C es un vértice 5 no se puede expresar cormo
combinacidn lineal convexa de otros dos puntos cualquiera de O, distintos de F.
También se denomina punto extremo de C.

De nuevo, para un poligono en el plano, la idea peométrica de vértice coin-
cide con esta definicidn de vértice, ya que los puntos de los lados o el interior
del poligono son combinaciones lineales convexas de los puntos de los vértices
geométricos. Los dnicos puntos que no son combinacion lineal convexa son
ellos mismos,

R T T e Tl D T L Y R
8.4.5. Propiedades de los conjuntos convexos
1. Los puntos que verifican una desigualdad del tipo @y, + aave + .. + ak,

< b son conjuntos convexos,
2. La interseccidn finita de conjuntos convexos es cOnvexo,
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8 El problema de la programacion lineal

Demostracion:

1. Sean (xy, X, vy Xu) € (P11, ¥ro oo ¥a) dos puntos que verifican la desigual-
dad. Consideramos un punto (zy, z3, ..., Z,) que sea combinacién lineal convexa
de ellos. Se verifica que existe 0 =41 = | tal que, parai=1, ..., nes

= .:Lf: + |: 1- 1}}";
Entonces

@I+ @aZa F oo+ GpZa = g (A (1= + b a, (A + (L=2) y,) =
=Amxy + . FaX) F(l=Aan+ ... +ay)=ib+(1=-A)b=b

por lo que el punto (2, 23, ..., 2.) también verifica la desigualdad.

2, Sean € vy C; dos conjuntos convexos. Dados dos puntos P y { cuales-
quiera de la interseccidn, obviamente los puntos estin en los dos conjuntos.
Por tanto, también el segmento que los une estd en los dos conjuntos y, conse-
cuentemente, estd en la interseccién. Luego el conjunto interseccitn es conve-
x0. Por induccitn se demuestra para cualquier interseccién finita. Recordamos
que la unién de conjuntos convexos no tiene por qué ser convexa, Como mos-
tramos en la figura 7(c).

OBSERVACION

Como no hemos impuesto ninguna condicién a los valores de b, entonces
los puntos que verifican una desigualdad del tipo a.x) + aaxz + ... + @0, 2 D
también son un conjunto convexo. Y, consecueniemente, tumh:f'.n lo ser.’m los
puntos que verifican a.x, + ayo + ... + a3, = b

Teniendo en cuenta que los pumus que verifican cada una de las restriccio-
nes de un problema de programacidn lineal forman un conjunto convexo, y que
la interseccién de conjuntos convexos es convexa, podemos enunciar el si-
puiente teorema, Este resultado serd clave en la resolucidn de problemas de
programacidn lineal.

372

8.4, Conjuntos convexos
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8.4.6. Teorema

YEXO.

El conjunto factible de un problema de programacién lineal es un conjunto cun-“

vty b o a3 v
Ejemplo 8.4.3

Consideremos el siguiente problema de programacidn lineal.

dptimo F=x + y
x+yz8
x—y=2
xz0,y20

En primer lugar, representamos grificamente los puntos (x, ¥) que verifi-
can las restricciones, es decir, representamos el conjunto convexo definido por

x+y28 x—ys2,x=20,y20

x=0
™ r=-y=12
(0,8} :

Figura 8
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8 E! problema de la programacion lineal

Como se aprecia en la figura, este conjunto es convexo y sus vértices son
los puntos definidos por la interseccidn de las rectas

(c+y=8)N(x-y=2),(x+y=8)N(x=0)

es decir

x—-y=2

x+y=48
{-’f 4 =x=0,y=8§

r=0

T+y=85
=x=5y=3

Ademds, observamos que este conjunto no es acotado.
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8.5. Teorema fundamental de la programacion
lineal

R M3 VR 1 QLA Tk ) LN Ay e S AL 8 W LA R AN B

Las definiciones y propiedades que hemos enunciado en el apartado anterior

nos van a permitir generalizar el método de resolucién geométrica que hemos es-
tudiado en el plano. Para poder resolver problemas de optimizacion de cualquier
dimensidn, nos falta especificar qué puntos van a ser los candidatos a extremos.
El Teorema fundamental de la programacidn linsal nos los proporciona.

L A S SR 8 e A P T o B TS

8.5.1. Teorema fundamental de la programacion
lineal

I. Toda funcion lineal F definida sobre un conjunto poligonal convexo C acotado
toma sus valores miximo y minimo sobre los vértices de dicho conjunto.

2. 5i el extremo se alcanza en mis de un vértice, entonces la funcidn también al-
canza este valor en cualguier combinacidén lineal convexa de dichos vértices.

Demostracion:

1. Vamos a esbozar la demostracion de este resultado, ya que ilustra la im-
portancia de los conjuntos convexos para problemas de programacion lineal.
Para la demostracion de la primera afirmacion, vamos a partir de que cada pun-
to del conjunto considerado C se puede expresar como combinacidn lineal con-
vexa de sus vértices Vy, Vy, ..., V) (cuya demostracién vamos a omilir en este

* texto). Si P es un punto del convexo, esto significa que se verifica

L
P=aV,+mVs+ . +aVicon ;m =1
Ademds, si F es Ia funcidn lineal que queremos optimizar, podemos supo-

ner gin que esto suponga una pérdida de validez del razonamiento, que estin
ordenados de forma creciente, es decir, que se verifica
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8 El problema de la programacion lineal

8.5. Teorema fundamental de la programacion...

FV)sF(V3) = ... s F(VY)
Entonces, por ser F lineal es

F(PYy = Fle V) + eV + o+ @V = alF (V) + adF (VD) + .+ alF (VD
[
Como ‘_Etm = 1, se verifica que

FVi)=aF(V)) + aoF (Vi) + o+ @l (V) 2 F(P) 5
= ﬂ'|F|:V1} + ﬂ;F{ng + .+ ﬂ*F[V*] = F{Vﬂ

para cualquier punto P de C, hemos demostrado que los médximos y minimos
de F en C se alcanzan en los vértices del conjunto C.

2. Demostremos la segunda afirmacidn. Supongamos que el dptimo de la
funcién se alcanza en més de un vértice; llamenos A,, ..., A, a estos vértices y
M al valor 6ptimo de F en estos vértices. Sea J un punto que es combinacién
lineal convexa de estos vértices

L
Q=P +..+ fid con 2 =1
Entonces, como '_Elﬂ,- =les

F(Q) = F(BiAi + .. + BA) = BiF(A) + .. + BFA)=BM + .. + M =M
por lo que el extremo también se alcanza en cualquier punto ( que es combi-
nacion lineal convexa de estos vértices.

Finalmente, afiadimos que si el conjunto factible no es acotado, no tiene
por qué verificarse este Teorema fundamental, como veremos con un ejemplo.

fpocran il e el T o T
Ejemplo 8.5.1
Vamos a determinar los valores extremos del problema de programacion li-
neal

F=x+2y+3z
x+y+z=s3
x20,y20,z20
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Primero tenemos que determinar los vértices del conjunto factible, Repre-
sentamos grificamente este conjunto, que es un triedro (figura 9),

(03,00

(3,0,0)

Figura 9

Observamos que sus vértices son los puntos V, = (3, 0, 0}, V; = (0, 3, 0),
Vi=(0,0,3) y V, = (0, 0, 0), que podemos determinar comao la inlerseccitn de
los planos en I’

X4+y+z=3
x=0,y=0,z=0

Como el conjunto delimitado por las restricciones es un convexo acotado,
sabemos por el Teorema fundamental que alcanza en sus vértices los valores
miximos y minimos. Por tanto, para determinar en qué puntos alcanza estos
valores, basta obtener el valor de F en estos puntos.

F{Drﬂ1 D}EUrF{31 D!D}=31 FED.H,U}zﬁ,F{U,D.B}Zg

Luego el minimo se alcanza en el punto V, = (0, 0, 0) y el méximo en V; =
={0, 0, 3).
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AVl A e R ¥

Ejemplo 815.5 =)

En el ejemplo 8.4.3 representamos el conjunto dado por las restricciones y
determinamos sus vértices. Yamos a estudiar dénde alcanza la funcidn F sus
dptimos. Como F es creciente para x e y crecientes no va a tener un méximo en
el conjunto factible. 3in embargo, si es posible determinar dénde alcanza el
minimo, ya que va a ser en uno de sus vértices. Calculamos

Fi5,1=5+3=8
FO,8=0+8=%8

Por tanto, como alcanza el minimo en los dos vértices, también va a ser mi-
nimo el valor de ' en el segmento que une estos dos puntos, es decir, en los
puntos que son combinacién lineal convexa de los dos vérices. Que F no ten-

ga miximo en el conjunto factible no contradice el Teorema fundamental, ya
que el conjunto factible no es acotado,
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8.6. Algoritmo simplex

El propésito de esta seccién es exponer un proceso algoritmico para calcu-
lar la solucién Gptima de un problema de programacién lineal dado, E1 método
se denomina Método Simplex, como indicamos en la introduccién del capitu-
lo, fue ideado por G. B. Dantzig. Se trata de un proceso iterativo tal que en ca-
da bucle mediante ciertos cambios en las variables que tomamos como bésicas,
se pasa de un vértice a otro contiguo que es una soluci6n factible, y que mejora
la funcién objetivo o la deja como estaba, La repeticidn de este proceso condu-
ce a la solucidn dptima,

Una de sus principales virtudes es que permite 1a resolucién de un proble-
ma de mds de dos variables sin tener que determinar todos los vértices de la re-
gi6n factible. Ademis como es un proceso algoritmico, su resolucidn estd im-
plementada en diversos programas de cdlculo simbélico, como por ejemplo
Maple; también se puede encontrar en paguetes comerciales de software dadas
sus innumerables aplicaciones.

El problema de programacion lineal que resuelve el métado simplex es

max F = eyx) + caXa + ...+ Gy
AT=<h
mel parai=1,. ., n

Existen problemas mds generales (como los que contempla cualquier tipo de
restriccion), que ya hemos estudiado y resuelto por el método geométrico en
el caso de dos variables. La idea del método simplex para su resolucién es la

. misma que la que se expone a continuacién. Sin embargo, el algoritmo es
mds complicado, ya que requiere la introduccién de unas variables (denomi-
nadas ficticias o artificiales) que proporcionan de forma inmediata una solu-
cidn bisica no degenerada. Por este motivo, sélo vamos a considerar en este
capitulo el problema donde todas las restricciones son del tipo =, Para una
descripcitn de la resolucion de problemas mis generales remitimos al lector
a la bibliograffa (por ejemplo, Fraleigh y Beauregard, 198%; de la Villa,
1904),
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8 El problema de la programacion lineal

380

Obsérvese que este problema resuelve el problema equivalente del mini-
mo, ya que

min F & —max{—F)

El primer paso en la resolucién de estos problemas aplicando el método
simplex es normalizar el problema con las variables de holgura Xes -y Xusw

max F = ¢ x| + CaXa + ... + €a
Ai=h
xz0 parai=1,..n+m

La resolucién préctica que vamos a describir del Algoritmo Simplex, se ’_cm-
sa en la utilizacién de diversas tablas. Se parte de un vértice que es &c:-lus::ﬁn
bésica, generalmente (0, ... ", ..., 0) para las variables iniciales, se estudia si esa
solucidn es 6ptima; si no es, se pasa a otra solucién bdsica que mejora la fun-
cién objetivo F, es decir se pasa a un vértice contiguo y se estudia si se alcanza
en ¢l el méximo. Si no es asi, se repite de nuevo el proceso, hasta alcanzar el
méiximo,

Vamos a describir detalladamente el Algoritmo del Método Simplex y ana-
lizar a continuacién cada una de las fases utilizadas.

8.6. Algoritmo simplex

4{'-._ i

ALGORITMO DEL METODO DEL SIMPLEX

Construccidén
de TABLA
INICIAL

.
//-,E:Ti]:i:‘:l; solucidn

i
~—__ encontrada’

——

-I-'-'-'-'-'-'-'_
NO \r

Determinacion
de la COLUMNA PIVOTE

Determinacidn
de la FILAPIVOTE

Conversion de la columna
PIVOTE en BASICA

1. Construccion de la tabla inicial

SI B
N
_'_,_,_,-'-""'-'_FF 2 e g

i X X, £ Kiie: b
Lot ay A 1 - 0 b,
Kas Bl ;1,,,,. 0 1 I::r,..
FO - -, 0 N ] 0
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8 El problema de la programacion lineal

Como va indicamos, las variables Xu, ..., Ta.e 500 las variables de holgura
fue normalizan el problema inicial (convierten en igualdades las designalda-
des =),

La dltima columna b es el vector de componentes los términos indepen-
dientes de cada una de las ecuaciones dadas.

La fila j- ésima tiene como entradas los coeficientes de las variables de la
restriceidn j -ésima.

La iltima fila £ es la fila objetivo y tiene como entradas los coeficientes
de 1a funcidn objetivo escrita de la forma:

F - —oata = o~ Cplg =10

La fila objetivo contendrd datos que indiquen qué variables no bisicas de-
berin modificarse para convertirse en bésicas.

2. ;Es dptima la solucidn encontrada?

Consideramos 1a solucion (X, ... X, Xaels coes Xeemd = (0, o0, O, by, oy by pa-
ra este punto las variables no bisicas son xy, .., X, ¥ las variables bidsicas son
Xyt oo Ko El valor que toma la funcién a optimar F, en la solucidn dptima
considerada, viene dado por la dltima entrada de la fila objetivo FO.

En este paso podemos utilizar el TEST de MAXIMALIDAD:

"“Sila FO no tiene valores negativos hemos llegado a una solucidn dpti-

a3

ma .

3. Determinacién de la COLUMNA PIVOTE

382

La columna pivote o variable de entrada es la columna a la que perlenece

el elemento ¢; mds negativo en la fila objetivo FO.

« No se tiene en cuenta el elemento correspondiente de b.

+ Si hay dos que son igualmente los mds negativos, se puede elegir uno

cualquiera,

8.6. Algoritmo simplex

* Puede ocurrir que ningiin coeficiente de la columna pivate sea positivo,
es decir, todas las entradas son negativas o cero. Esto significa que F no

estd acotada, probablemente el problema esté mal modelado o el proble-
ma no tiene solucion.

4, Determinacidn de la FILA PIVOTE

Partiendo de la columna pivote (columna { -ésima) en ella consideramos

b
{—* tal que ay 2 0, 1 gks:m}
iy
y calculamos:
i o) = B
a iy

El indice j nos determina la fila pivote buscada, que es la f -#sima.

« No se tiene en cuenta la fila objetivo, FO,

+ Si hay dos cocientes iguales, se elige al azar y si la seleccién nos lleva a
un ¢iclo sin fin se vuelve al lugar de empate y se selecciona otro.

El elemento {j, {) que pertenece a la columna pivote y a la fila pivote se lla-
ma elemento pivote

5. Conversion de la COLUMNA PIVOTE en BASICA

El elemento pivote lo convertimos en 1, dividiendo la fila pivote por az y
aplicando el método de Gauss-Tordan (es decir, realizando operaciones cle-
mentales con las filas de Ia tabla), obtenemos O en todos los coeficientes de la
columna pivote, excepto en el elemento pivote que es 1,

Mediante las transformaciones oportunas en las filas la nueva tabla gue re-
sulta es de la forma
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8 El problema de la programacion lineal 8.6. Algoritmo simplex

o X - B A L e B max F = 3x, + 20, + X3
N+xn-xsld
¥ { r
Xl i i ai; 1 F: 48 b I+ +ns6

20, »z0nz0

x g 1 dly by El primer paso es normalizarlo, introduciendo las variables de holgura, x, x5

max £ = 3x; + 2a3 + 13 + Qg + Oxy
'y Xi+xm=-n+x=10
> A ‘ 2o+t +xs=6
it am e ﬂ 'qm b“ : 2 : :
Roia i xz0 parai=1..5

Estamos en las condiciones idéneas para aplicar algoritmo simplex. Los
pasos serian:

1. Construccidn de la tabla inicial
+ La variable x; entra como variable bésica, y la variable x,.; sale como va-

riable bdsica,
+ La nueva solucién que consideraremos serd: X x3 X Xa X5 B
i s o Ksat i et it Bt A0 yoeg vy 0 By o O meen BN ” | | ] i 0 10
« El proceso se repite hasta que la funcién objetivo FO no tenga entradas " 2 1 L 0 1 6 -
. g?iil:;:i columnas con todas las entradas negativas, la solucién no esti Fo =3 -2 -1 0 0 1]

acotada y el problema no tiene solucidn.

i i H q] I H 2
oSO X1 ol cre1:0p e D SN AL S pig . 2. La solucién encontrada es (0, 0, 0, 10, 6) y no es dptima como se puede

comprobar (el valor que toma F es (), aungue no harfa falta, ya que en
la #@ hay entradas negativas.

Ejemplo 8.6.1 3. Determinacién de la COLUMNA PIVOTE.
Calcular mediante el Método simplex, la solucién 6ptima del problema de Nos fijamos en la FO y el elemento mds negativo es -3, por tanto, la

programacién lineal siguiente primera columna es la columna pivote,
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8 El problema de la programacion lineal

8.6. Algoritmo simplex

4, Determinacidn de la FILA PIVOTE

Los cocientes a considerar son:

10 6

1Y%

a 10
La fila pivote buscada es la segunda porque oo < T
El elemento pivote es la entrada (2, 1). Por lo tanto la variable x; entra

como variable bdsica y sale la variable x;, pasando a ser variable no bé-
sica.

. Conversién de la columna PIVOTE en BASICA.

Dividimos por 2 la fila pivole, F; & i F, y seguimos llamando F; a
esa fila, 2

Aplicando el método de Gauss-Jordan, transformamos las entradas de
la columna pivote distintas del elemento pivote en ceros.

Los otros cambios a efectuar en las filas son:

385

FieFy=F,
Fye Fy+ 3R,
La tabla que resulta es:
Xy X3 X3 Xy X5 b
1 -3 1
— e — _ 10-3
1 | il
1 =) - 0 e 3
g 2 2 ]
1 1 3
£ 0 - — 0 _— 9
2 2 2

Si nos fijamos en la nueva FO vemos que todavia existen entradas ne-
pativas, por tanto la solucién obtenida (3, 0, 0, 7, ) mejora la anlerior
(F =9) pero no es la solucién dptima buscada.

Entonces repetimos los pasos 3, 4, 5.

. Determinacion de la COLUMNA PIVOTE.

i 1 :
El elemento mds negativo de FO es — —, luego la columna pivote es la
segunda. 2

. Determinacion de la FILA PIVOTE.

Los cocientes que consideramos son:

L¥8]

¥

1
2

por tanto, la fila pivote es Ia segunda. El elemento pivole es la entrada
2, 2)

En este caso, la variable x; entra como variable bdsica y sale la variable
X1,

. Conversién de la COLUMNA PIVOTE en BASICA.

Las transformaciones son, primero en la fila pivote, Fo < 28, y luego
en las demds filas:

1
F|HF1——2-F;

1
FJHF}"'?F’;
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8 El problema de la programacion lineal Ejercicios

o i
x “ X X X5 B Tipos de azicar Kg para A Kg para B [ Sobrante !
" it 0 ) | 1 4 Moreno X 2y 600 = Cx + 2y
2 2 I 1 0 1 6 Blanco 3x ¥ 1100 = (Gx+¥)
Fo ] 0 1 0 2 12 Total dx x 1700 = (4x + 3y}
Las panancias en curos se obtienen de la ecuacidn;
La fila FO tiene todas sus entradas no negativas, por tanto el método simplex 0.8 - 4x + 0.11 - 3y + 0.08(1700 - 4x - 3y) = 5
nos asegura que la solucién (0, 6, 0, 4, 0) es 6ptima y el valor méximo que alcan- = (0.8 — 0.08)4x + (0.11 - 0.08)3y + 1700 - 0.08 :

za la funcién es 12. Por tanto, la solucidn para el problema inicial es (0, 6, 0). Simplificando se cbtiene Ia funcidn objetivo

F=288x+0.09%+ 136 !

EJERCICIOS Las restricciones son:

x+ 2y =600
[F ettinle Rt i i A Uit = oo |
Ejercicio 1 Jx+y 21100

x2l,y20

Una azucarera prodoce diariamente 600 kg de azticar moreno y 1100 kg de
aziicar blanco. Dicha azucarera vende dos tipos de azicar mezcla: la primera
mezcla (A) que tiene 3 partes de azticar blanco por cada parte de aziicar more-
no y la segunda mezela B tiene 2 partes de moreno por cada parie de azicar
blanco, Se pretende que los beneficios sean méximos sabiendo que las ganan-
cias de [a azucarera son de 80 céntimos de euro por kg de azicar mezcla (A), y
en el azicar mezcla de tipo (B) se gana 11 céntimos de euros/kp. Ademds, el
azlicar sobrante de ambas mezclas se vende para animales con un beneficio ne-
to de & céntimos de euro por cada kg. Se pide la funcién objetivo, las restric-
ciones y los vértices de la region factible,

v los vértices son (0, 03, (0, 300, (1100/3, 00, (320, 140), Estos vértices obtie-
nen representando la regidn y calculando los cortes correspondientes.

¥

. (0, 300

(320, 140

Solucidn:

: (110073, 0)
La siguiente tabla resume Ia informacion que tenemos de [a azucarera (0, 0) X
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8 El problema de la programacion lineal

e Ty, et e |

Ejercicio 2

xzy
i I sepid dficamente la regi6
Dado el sistema 5 y<6 se pide representar praficamente la region

¥y=3

del plano que verifica todas las desigualdades que lo componen. jEs superflua

alguna desigualdad? ;Se puede afiadir alguna desipualdad para que la regidn
sea acotada:

Solucion:

Para resolver ¢l problema vamos a representar los convexos que determi-
nan cada una de las restriceiones, considerando el convexo que se obtiene cada
vez que afiadimos una desigualdad.

La grifica para 2x = y es el convexo

Si consideramos la desigualdad siguiente quedard el convexo definido por

2x=zy
3x-y=8

390

Ejercicios

151
107
51
-5 1
-107

2xzy

5i afiadimos una desigualdad nueva, 3x — y = 8 resultard:
X+y=6

201

101

/4

6 —8—__10

_16

De momento como se puede comprobar gréificamente, no hay ninguna su-
perflua porque el conjunto convexo cambia con cada nueva desigualdad que
hemos considerado.

xzy

Ix—-y=8

Para terminar, representamos X+y=0
ys3
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8 El problema de la programacion lineal

Ejercicios

201

Bt

o )

T

Por lo tanto como se puede observar la dltima desigualdad y < 3 es super-
flua, porque afiadirla no ha supuesto ninguna variacidn en el conjunto convexo,
Observamos que el conjunto no es acotado. Sin embargo, podemos afiadir
cualquier restriccion del tipokx -y 2z becon k20, b > 8 y el conjunto delimitado
por todas las restricciones si es acotado, como se puede observar en la figura,

201

107

- 6 10

—10#

TR ELAFETRGE
Ejercicio 3

Un agricultor dedicado al cultivo de fresas vende su mercancia exclusiva-

mente a dos distribuidores, que llamaremos A y B. El coste, por tonelada, del
transporte para el distribuidor B es tres veces mayor que los costes del trans-

392

porte para el distribuidor A. Este afio la cosecha recogida durante el mes de
abril han sido 9 toneladas de fresa. Por la experiencia de otros afios, se sube
que la mitad de la cantidad de fresa vendida a A mis la cantidad vendida a B
siempre oscila entre 5 y 8 toneladas, Se pide plantear el problema y determinar
cudintas toneladas deben venderse a cada distribuidor para que los costes sean
minimos.

Solucidn;

En primer lugar, tenemos que plantear el problema, La funcidn a minimi-
zar es el coste del transporte; como sabemos que el coste, por unidad, del trans-
porte para el distribuidor B es tres veces mayor que los costes del transporte
para el distribuidor A, la funcidn objetivo serd

x4+ 3y

llamando x e y a las toneladas de mercancia vendida a los distribuidores Ay B
respectivamente. La condicidn de que la cantidad total de fresa recogida en
abril es 9 toneladas se puede expresar como

x+y=9
Por otra parte, las otras dos condiciones son
1 +y=8
—x
5 b4
Lreyas
—X
9 ¥y

Ademads, cada una de las cantidades que se venden a los distribuidores
son mayores o iguales que 0. Luego el problema de programacién lineal a re-
solver es:
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8 El problema de la programacion lineal Ejercicios

R L T ——
S SRR ST T g e |

(min F=x+ 3y Ejercicio 4
x+y=9 i
1 Determinense los extremos (méiximo y minime) de la funcién
—x+y=8
y E
i F=x-y
—x+y25
2 sujetos a las restricciones
X2 0,yz20
. : . x+ys 18
Para resolver este problema, representamos primero el conjunto factible. y—x56
x=3p27
x20,v20
1@“ Solucidn:
Ra : ; : e
| Representamos grificamente la regidn factible y la direccidn de la recta
61 X~y =k, constante,
fe NN
4 ~
2
a

Observamos que es el segmento comprendido entre los puntos (2, 7) ¥
{8, 1). Segiin el Teorema fundamental, al ser el conjunto factible acotado, el
miximo y el minimo se alcanzan en los vértices de este conjunto, es decir, en
los extremos. Para determinar qué valores extremos se alcanzan en cada uno
de ellos, caleulamos el valor de z en estos puntos

fsLHdnlndd i Sabemos que los extremos se van a alcanzar en los vértices de la regidn
; . factible, es decir, en los puntos (6, 12), (0, 6), (0, 0), (7/3, 0 o (61/6, 47/6). Pa-
que;::{ ;?L:;::;T;:iz::::i?ﬂigz;: gi;iiigi}:ﬁg ;ad]_‘js;ﬁ;o ra terminar en qué puntos se alcanzan los extremos, calculamos el valor de F
! 3 ' ' i en eslos punlos.
tribuidor A y 1 tonelada al B. P
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394



8 El problema de la programacion lineal Erervicios

F(0, 0y =0, F(0, 6) =6, F(6, 12) =6, F(61/6, 47/6) =7/3, F(7/3,0) =7/3 La expresién matricial del problema es -
Luego el minimo se alcanza en (0, 6) y (6, 12) y el miximo en otros dos : Sptimo F = x, + 5xz = 3x; + x4 + 2xs
vértices: (7/3, 0) y (61/6, 47/6). Esta misma conclusién la podiamos haber al-
canzado tras observar la figura anterior, ya que la direccidn de larectax—y =& x
es paralela al segmento que une (0, 6) ¥ (6, 12) o al que une (7/3, 0) y 1
(61/6, 47/6). Ademds, k es menor en el primer caso (por lo que correspande al /{2-10 2010000 X 2
minimo) y mayor en el segundo caso, que es donde se alcanza el méximo. 1 104101000 i“ 7
Por tanto, el minimo de F es —6 y el miximo es 7/3. 0 10-1000100 n |=| 3
0010000010 X 6
1101000001 Xy 2
(RPN S L v Loy s | [ Xy
Ejercicio 5 R Zip
Dado el siguiente problema de programacion lineal, se pide introducir las | Ahora tenemos que determinar una solucién bisica, es decir, una solucidn

variables de holgura y expresarlo en forma matricial. con no més de 5 componentes positivas. Para ello, nos basta observar que en las

igualdades, los coeficientes de las variables de hogura es 1, por lo que podemos

dptimo F =x; + Sxp— 3 + a0 + 2y hacer que las variables del problema valgan 0 y dar los valores correspondientes
I —xp+ 252 a las de holgura. Asf, una solucidn bésica seria (0,0, 0,0,0,7,3, 2,6, 2).
I|+J:;—4I.|+..xj.sT (
N—-xn= 3
n=oH i A
H+oun-nsl ' Ejercicio 6

Determi .se una solucidn bisica. Ddo el siguiente problema de programacidn lineal

Solucidn: max F =dx, + 2x,
. II,,I:}; I‘Zriﬁ:;l::;?r?::;n I;Ugi Li‘;‘:;ij::‘:i‘;i::rc;f;i“m“ de holgura: X, %, ) con las restricciones:
- a+dlutr=2 ' g:ffi?
ntn-dntxtn=7T xlzlﬂ,xxll]

N-xt+rnp=3
Xy -I-Jc;:ﬁ
X +Xa=Xg+Xxp=2

Convertimos las desigualdades en igualdades mediante las variables de
helgura x; v xy,
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a} ;Es (8, 0,7, 0) una solucidn factible bdgica? En caso de que lo sea, jes
no degenerada?
b} ;Es (7,1, 5, 0) una solucidn factible bisica?

¢) Cualquier punto que pertenezca al segmento [(2, 4), (4, )] ;es solucidn
aptima?

Solucidn:

La introduccién de las variables de holgura transforma las restricciones en
el siguiente sistema de ecuaciones lineales

n+in+xn=15
2=t =8
7n20,2205n20x20

a) (8, 0,7, 0) es solucidn factible porque satisface todas las restricciones y

es bilsica porque no tiene mds de dos componentes positivas distintas de
{1 {dos es el nimero de restricciones). Es no degenerada porque las com-
nentes distintas de 0 son dos,

b) Mo es factible bisica ya que el nimero de componentes positivas es
[res.

c) Cualquier punto del sepmento [(2, 4), (4, 0)] es solucitn dptima porgue
la funcidn objetivo es paralela a la frontera de la region de posibilidad a
que pertencce el segmento dado, En realidad, los méiximos de la fun-
cidn se alcanzan en el segmento [(9/5, 22/5), (4, 0)], es decir, en el seg-
mento comprendido entre los dos vértices (9/5, 22/5) y (4, 0) del con-
junto factible.

[FE R R R R R T

Iéiercit:in 7

a) Determinense peométricamente los extremos, si existen, del siguiente
problema de programacidn lineal.

Gptimn de F = x, + 8xy

388
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Xy

30 |

20

n—x:57
Sujetoa < x;-xp =21
225620

b) Mediante un cambio de variable, transfirmese el anterior problema de

programacion lineal en otro equivalente en el que estén las restricciones
=050

Solucidn:
En primer lugar determinamos el conjuato convexo, Para ello representa-

mos el conjunto convexo que representa el conjunto factible. 5i representamos
la interseccidn de las desigoaldades, resulta:

Xy =1

§ (14,7 x,+8z,=80 e

3 10 20 30

El conjunto factible no es cerrado. Los vértices del convexo son A = (14, T)
y B =(2, 19), interseccidn de las rectas 1y — =T, i+ =2 y x, = 2, x, +
+ 13 = 21 respectivamente. La funcidn objetivo F = x; + 8x; va creciendo dentro
de la regidn factible.

Ademds F(A) = F(14, Ty=10y F(B) = F(2, 19) = 154. Por lo tanto no exis-
te vértice que maximice la funcién objetivo.
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8 El problema de la programacion lineal

Sin embargo, en el vértice (14,7) la funcién F alcanza el minimo y es

F(14, 7y =170,

b) Si consideraremos la primera expresién del problema, con el cambio
X =x — 2y (por notacién) x; = y, sustituyendo el problema es equivalente a:

Optimo de F=x + 8y + 2

X-y55
x+yz219
x20,y20

Ejercicios

Observamos que en este problema se ha reducido el nimero de restriccio-
nes, respecto a la forma usual de expresar el problema.

[t (R A s 4, |

Ejercicio 8

Estiidiese si los siguientes conjuntos son convexos: .

a) C= (e /P +y¥ <ULy eR/x-2 +y < 1)
b) C={x, eR/F+y¥s1IN{(xeR/x-2)'+y <1}

¢} Un cubo macizo,

Solucidn:

a) El conjunto a) C = {(x, ) e R /¥ + Y <1} U {(x,y) e R/ (x-2)* +
¥ < 1) es la unién de dos circulos, de radio 1, y centros en (0, 0) y (2, 0)
respectivamente, que son conjuntos convexos, como vimos en el ejem-
plo 8.4.2, Pero su unidn no s un conjunto convexo, ya que como se
aprecia en la figura (estd sombreada la unién de los circulos), el seg-
mento que une los puntos (0, 1} ¥ (2, 1) no estd contenido dentro de C.
En efecto, este segmento estd definido por los puntos (x, 1) con0£x<2
y el punto (2, 1), aunque estd en el segmento, no estd en la unién de los

dos eirculos,

[ N b=
i LT R T P A
Sl Kios

(0,1} (2,1)
S T
. \',
(0,0) oy ]
| SRR e

b) El conjunto C es, en este caso, la interseccitn de los dos circules del
apartado anterior. Es el punto (1, 0), que es un conjunto conwvexo (un
tinico punto es siempre un conjunto convexo). También podiamos haber
razonado que la interseccién de conjuntos convexos es convexo, y ha-
ber llegado asi al mismo resultado,

¢) Podemos suponer, si consideramos el cubo como un subconjunto de B’
que los vértices del cubo son los puntos (0, 0, 0y, (1, 0, 0y, (0, 1, 03, (0,
0,13, (1, 1,00, (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1). Es decir, los puntos (x, y, z)
del cubo macizo verifican

0=x=1,0=y21,02z21

Un punto (x, y, 2) que es combinacion lineal convexa de dos puntos del cu-
bo (xy, ¥1, 20) ¥ (X3, ¥2, 22) verifica, para 0 €@ 5 1

x=ax+(l-

y=ay+(1-
z=an +(1 -

ax; O0=x=gn+(l-ansa+{l-a)=1
apn=0sy=an+(l-a)wusa+{l-a)=1
@i Osz=an+(l-@)mSa+(l-a)=1

Por lo que el cubo macizo es convexo porque el punto (x, , 2) estd en el cubo.
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8 El problema de la programacion lineal

Ejercicio 9

Mediante el método simplex, calcilese la solucién éptima para el proble-
mia;

min z =-3x, = 5x;
X +2.T2£3ﬁ
1-['| +x =36
X z0,m:20

Solucidn;:

Para seguir los pasos del algoritmo simplex, necesitamos normalizar el
problema y transformar el problema de minimo a un problema de médximo.

Introduciendo x;, x; como variables de holgura, el problema primero es
equivalente a

—max z=3x, + 5x
X+ 2n+x=1306

20+ X+ x =136
nz0 parai=1,..,4

Debido al signo negativo que afecta al max z, a ¢l valor méximo obtenido,
le debemos cambiar el signo, pero a la solucién éptima no le afecta, Aplicando

el método, resolveremos el problema paso a paso,

1. Construccidn de la tabla inicial

X Xa T3y Xy -IG
Ay 1 2 | 0 36
xy 2 0 1 36
Fo -3 5 0 0 0
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2, La solucién encontrada es (0, 0, 0, 36, 36) ¥ no es dptima como se pue-

de comprobar (z = 0). Ademis, en la FO hay entradas negativas,

. Determinacidn de la COLUMMNA PIVOTE.

En la fila #O el elemento méds negativo es =3, por lo tanto la columna
pivote es la segunda.

. Determinacién de la FILA PIVOTE,

Calculamos los cocientes correspondientes para los elementos de la co-
lumna pivote,

6 36

271
y el minimo se obtiene para el primer elemento, luego la fila pivote bus-
cada es la primera.

El elemento pivote es (1, 2). La variable x; entra como variable bésica y
sale xs.

. Conversién de la columna PIVOTE en BASICA,

Las transformaciones oporiunas que podemos considerar son, en la fila
. 1 . .
pivote Fy 3 ? F\ (nombrindola de nuevo Fy) v a continuacion:

Fa e Fa= F,
Fi & Fy + 5F,
X Xz X Xy -II;
A A | K2 0 18
2 2
3 1
Pl 0 — — | 18
X4 9 2
FO L 0 0 a0
2 2
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Ejercicios

Si nos fijamos en la nueva fila FO hay elementos negativos, esto quiere
decir que no hemos terminado, la solucién encontrada que mejora la an-
terior (z = 90) es:

(0, 18,0, 18)

Como la solucién no es dptima seguimos aplicando el método. De nuevo,

. Determinacion de la columna PIVOTE.

En la fila FO el dnico elemento negativo es — — por tanto la columna
pivote es la primera. 2

4, Determinaci6n de la FILA PIVOTE

18 18
R
Luego la fila pivote es la segunda. El elemento pivote es (2, 1). La va-
riable x; entra como variable bisica v sale x,.

. Conversitn de la columna PIVOTE en BASICA.

En la fila PIVOTE aplicamos la transformacidn F; ¢ 3 F, y con esta

nueva fila caleulamos las siguientes transformaciones sucesivas,

404

. foo
Fis FJ_EILE
.F] (—}F] + '-1" F1
s
X Xg X3 X4 E
Xz ] l x ek 12
3 3
Xy 1 0 '—'1— i 12
3 3
Fo 0 0 i3 oL 96
3 3

En la fila FO no hay elementos negativos, por lo tanto el método simplex
nos asegura que hemos calculado la solucidn dptima, y ésta es (12, 12).

El valor méiximo para z = 3x; + 51 es z = 96, o ¢l minimo para
# =—3x; — Sxp e5 z =96 y ambos se alcanzan en el punto (12, 12, 0, 0) es decir
enx =12, x5=12

[ o e T T R e |
Ejercicio 10

Resuélvase por el método simplex el ejercicio 6,
Solucitn:

Tal como vimos en el ejercicio 6, tras introducir las variables de holgura el
problema es

max F = dx; + 25,
IJ+3IQ+X3=.I.5

1‘|—12+I4=E
nz0xnz20

Aplicando el método, resolveremos el problema paso a paso,

1. Construceidn de la tabla inicial

X Xz X Xa b

o] 3 1 0 15
X : i B -1 0 1 h
| Fo 4 2 0 0 0
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Efercicios

[k

4.

. La solucidn bdsica es (0, 0, 0, 15, 8). No es dptima, yva que F =0, Esto

concuerda con la prediccidn del método, ya que en la FO hay entradas
negativas y, por tanto, debemos continuar,

. Determinacién de la COLUMNA PIVOTE.

En la fila FO el elemento méds negativo es —4, por lo que Ia columna pi-
vole es la primera.
Determinacidn de la FILA PIVOTE,

Calculamos los cocientes correspondientes para los elementos de la co-
lumina pivote,

158

| ¥ 2
El minimo se obtienc para el segundo elemento por 1o que la fila pivote
buscada es la segunda, El elemento pivote es (2, 13, la variable Xj entra
como variable bisica y sale como variable bdsica x..

. Conversidn de ]a columna FIVOTE en BASICA.

Las transformaciones gue vamos a realizar son:

s % : 1
« en la fila pivote se realiza Fy < > F; (renombréndola de nuevo Fy)

= continuacion operamos con las siguicntes filas

5i nos fijamos en la nueva fila FO todavia hay elementos negativos, Es-
to significa que no hemos terminado, la solucidn encontrada que mejora
la anterior (F = 16) es:

(4,0, 11,0}

Como la selucidn no es dptima seguimos aplicando el método. De nuevo,

. Determinacion de la columna PIVOTE.

En la fila FO el dnico elemento negativo es —4 por lo tanto la columna
pivole es la segunda.

. Determinacion de la FILA PIVOTE. Sdlo hay un término positivo, el co-

rrespondiente a la primera fila. Luego ésta serd la fila pivole. El elemento
pivote es (1, 2). La variable x, entra como variable bésica y sale x5,

. Conversion de la columna PIVOTE en BASICA.

En la fila PIVOTE aplicamos la transformacidn F; ¢ %-F‘, y con esta

nueva fila calculamos las siguientes transformaciones sucesivas.,

F]H Fl - Fg
F_'l — .lr"-_q + dF,
t _ -
. \Jq 5] 1) X \i} \
- 0 K] l s 1
7 2
1 1
| -— 0 e 4
X ) 2
FO 0 4 0 2 16

ANE

1
Fatr Fat = Fy
.Fj, = .F] + 4F|
K Xy X Xy X, b k
. X 1 22;
! 0 ; 5 7 7
i 3 39
x 1 0 El Kl ER
i 8 10 268
FO 0 0 T 7 7
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8 El problema de la programacion lineal

En la fila FO no hay elementos negativos, por lo tanto ¢l método sim-
plex nos asegura que hemos calculado la solucién mdxima, y ésta es

( 2 E} .Y el valor miximo es F = @

g





